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INTRODUÇAO 
O produto tensorial não abeliano de grupos G e H. da maneira como foi introduzido 
por R Bruwn e J.L. Loday [6. 7], generaliza o produto tensorial usnal C :=:'x H dos 
. G H' 
grupos abelianizados, uma vez que leva em conta ações de G sobre H e de H sobre 
G. Especificamente, sejam C e H grupos mnnidos de mna ação (g,h) ~-------+ gh de H 
sobre G e uma ação (h,g) i---l' hP de G sobre H, de tal forma que para todo g,g1 E G 
eh,h 1 El1. 
e (1) 
onde G e H atuam sobre si mesmo por conjugação. O produto tensorial não abehano 
G c:::- II dos grupos G e H é o grupo gerado por todos os símbolos g ()h, g E G, h E I/, 
sujeito às relaçDes 
991 o h ~ (9" o h" )(91 c h) 
9::: hhl ~ (g s h,)(gh' c hh') 
para todo g,g1 E G, h, h 1 E H. 
Em particular, como a aç.ão por conjugação de tun grupo G sobre si mesmo satisfaz 
(1). o quadrado teruwrial G :=:· G de um grupo G é sempre definido. 
A introdução deste conceito deve-se originalmente a razÕE's topológicas. p que 
o produto t.ensorial não abeliano aparece no estudo das aplicações de um Teorema 
de Van Kapem Generalizado na teoria de homotopia. [7]. Além diss0. in\'ariantes 
importantes do grnpo (,'. tais como o multiplicador de Schur e o quadrado exterior 
não abelian0. aparecem cvmu seções de C ,_::- G. 
Logo após a publicaçãu dos traLalhos de Brmvn e Loday [6. i]. que mostram a 
importancia topológica du _l.Jroduto tensorial não abeliano de gruvus. vários ariigos 
surgiram sobre esse assnntu. Alg1ms inwstigam propriedades gerais do vroduto tenso-
ria! nâu abeliano. enquanto outros (por exemplo, [2] e [5]) concentram-se na descrição 
du quadrado t.ensorial não aUeliano de certas classes de grupos. t-ais cumu diedral. 
"' 
quat.erniônico. met.acíclico, p-grnpo 2-gerado de classe 2. gmpos li\Tes e grupos per-
feitos. 
Bruwn e Loday em [7] est.aLeleceram a finitude do quadrado tensorial não aLelianu 
de tun gmpo finito. Logo após, Ellis em [9] estendeu este resHltado para o produto 
tensorial não abeliano de grupos finitos. 
N. Rocc.o [23] introduziu uma constmç-ào relacionada ao quadrado t.ensorial não 
abeliano e é definida como segue: Sejam G e G'+' grupo~ isomorfos por 9 : G -
Gi', g 1-+ g'r', \fg E G. O grupo é definido por 
A relaç.ão entre v( C) e C O G está no fato de que o subgrupo comutador [C, G'+'] 
de I/( C) é isomorfo a G O G. [23]. Há também uma conexão entre v( G) e um grupo 
x(G). introduzido por S. Sidki [29]. definido por 
x(G) := (G,G" 1 [g,g'J = 1, 'ig E G). 
Esta relação foi usada para da1· uma proYa alternativa da finitude de 1/(C), quando 
G é finito e, conseqüentemente, de G O G. 
Rocco [23] mostrou que v( G) preserva propriedades do argrunento G tais como 
finitude. conjunto de primos divisores. nilpoténcia e solubilidade. Além disso. para G 
um p-grupo finito. eneontrou uma limitação para IG C G . Posteriormente, G. Ellis 
e A. McDermott [11] melhoraram a cota de Rocco e a e:::tenderam pa1·a 0 pwdut-o 
tensorial nâu abeliano de um _p-grupo finito e um q-grupu finito. onde p e q são primos 
(não necessariament-e iguais). 
O objetivu deste traLalho é estudar o produto tensonal não abeliano ·de grupos 
solú-veis. em especial problemas relati,·us a limitações da ordem de G C:· H. Para issu. 
estudaremos também trma generalizaçãv do grupo 1/(G). definida em [25] como segue: 
Sejam C, H du1s grupos agindo comvatiwlmente um s0Lre o uutw e H 'i nma CÓ}Úa 
de H. isomorfo por y: H----+ H..,;, h r---. h'"'. 'tfh E H. Entào 
'i(G.H) := (G,H"j[q,W]" = [g'",(h")"]. [g,W]'f = [g'",(h'''J"], Vg,g1 E G,h,h 1 E H) 
Obser\'amvs que se G =H e as ações são conjugaçãü. então 1J(G, H)= u(G). 
IY 
A seguir faremos um resumo dus capítulos que compõem esta tese. 
Nu Capítulo 1 (Seções 1 a 7) fixamos notações e aLordamos os principais runceitos 
e resultados relevantes para o desenvolvimento da tese. l\'est.e sentido. incluímos aí, 
nas Seções 5 e 6, os resultados gerais sobre o produto tensorial não abeliano de- grupos 
C e /1 e também resultados sobre v( C). Na seç.ão 7. exiLimos o resultado de Ellis e-
McDermott [11], que fornece mna estimativa para IGC:>HI. quando G e H são grupos 
de ordem potência de primo. 
O Capítulo 2 divide-se em quatro seç.ões. Na primeira seç.ão deste capítulo (Seção 
8) introduzimos o grupo 11(C, H) e provamos o seguinte resultado: 
Proposição 8.3 O subgrupo [G, H'] de ~(G, H) é isomorfo a G C H. 
Vamos denotar o subgrupo [G, Hi] de 11(C, H) por r( C, H). Com o isomorfismo 
da Proposição 8.3 podemos estudar o produto tensorial G 8 H como um subgrupo 
comutador de 17(C, H) e usar as propriedades que conhecemos de subgmpos comu-
tadores. Vsamos esse método para obtermos a descriç.ãu das séries central inferior 
e derivada de G 0 H. em termos das respectivas sérieS de [C, H] e [H, G]. onde 
[G,HJ ~ (g-1g''[g E G, h E H) <: G e [H,G] ~ (h- 1h'[g E G. h E H) <:H. 
Provamos na Seç.ão 9 
Teorema 9.2(i) Para í 2'_ 2 o i-ésimo termo da série central descendente de T(G, II) 
é dadu por 
(li) Para 12: lo i-ésimo termo da série deriYada de r(G.Il) é dadu por 
Ccmseqiientemente. se o subgrupo [G, H] de G é nilpotente (resvectivamente solúvel). 
entâo (i:_· ll é nilpotente (resiJedi\'amente solúwl). A descriçâu das séries central 
inferior e derivada de r(G, H) obtida no teorema anterior nos permitiu estabelecer 
,. 
cotas para a classe de nilpot-ência de G 0 H e para o comprimento derivado de G 8 I/ 
semelhantes às de Visscher [31]. Provamos 
Teorema 9.3(i) Se [G1 H] é nilpot.ente de classe r então G 7) H é nilpotente de classe 
r: 011 r+ 1. 
(ü) Se [G 1 H] é solúvel de comprimento derivado l então G 8 H é solúvel de compri-
mento derivado l ou l + 1 
O caso particular em que G = H e as ações são conJugaçoes já aparece em [5]. 
Uma das questões levantadas em [5] faz referênóa à existência de uma caracterizaç.ão 
de grupos solúveis G tais que o comprimento derivado de G O G é l e de grupos 
solúveis G tais que o comprimento derivado de G OG é l-1 1 onde l é o comprimento 
derivado de C. Na Seção 9 estabelecemos mna condição suficiente sobre [G, H] para 
que G ~_;,H seja solúvel de comprimento derivado igual ao de [C, H]. 
Proposição 9. 7 Suponhamos que G e H são subgrupos normais de algum grupo A! 
agindo um sobre o outro por conjugação em A-!. Se [G, H] é solúvel de comprimento 
derivado l 2: 1 e [G, H]!-I é cíclico. então G O H é solúvel de comprimento derivado 
l. 
Conseqüentemente obtemos 
Corolário 9.8 Se G é solúvel de comprimento derivado l 2: 2 com GI-J cíclico. então 
G :=:- G é solúvel de comiJrimento deri-vado l - 1. 
Uma vez que o grupo //( G) preserva algmnas propriedades do grupo argumentü 
G. uma questão natural é: quais propriedades dos grupos G e ll são presermdas 
por 11(G, H)? Foi obsen'ado em [25] que se G e H são grupos finitos, então 17(G,H) 
também é finito. Mostramos na Seção 10 que a solubilidade de C e H é preservada 
por n(G, H). Entretanto. nilpot.ência de G e H não implic-a nilpütênc-ia de r1(Ci, H) 
(c-onfürme exemplo 1 dessa seç.ão). lssu ocorre porque üS termos da série central 
inferiot de r1(G. H) dependem das ações de G sobre H e de H sobre G. Assim. 
deYemos im]Jor algumas c-ondições sobre essas ações. Prommos na Seção ll) 
Teorema 10.6 Sejam G e H grupos nilpotentes de dasses a. e b respec-ti\·ament.e. 
Yl 
Suponha que a ação de H sobre G é l-Engeliana e que a ação de G sobre H é k~ 
E 1. E t- ~(G, H) t. f ' . di - d E 1 ( nge 1ana. n ao T(G, H)
1 
sa 1s az a n-ffnma con çao e ngc para n =c+ 2c-
l)m, onde c= max{a,b} em= max{l,k}. Em particular. se além disso G e H são 
grupos finitamente gerados, então ~(G, H) é nilpotente. 
Teorema 10.7 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes a and b respectivamente, 
tais que a ação de H sobre G é l-nilpotente e a ação de G sobre H é k-nilpotente. 
Coloquemos c= max{a, b }, m = max{l, k }, n =c+ (2c-1)m e s = 1 +min{ a, b, k, l}. 
Então ry(G, H) é um grupo nilpotente e sua classe não é maior que nCs+l,2 - Cs,2 -
No final da Seção 10 e:;tendemos o resultado de Ellis e McDermott (emmciado na 
seção 7) que fornece uma cota para a ordem de G ®H, quando G e H são grupos de 
ordem potência de primo, para o caso em que G e H são grupos nilpotentes agindo 
nilpotentemente lun sobre o outro. 
Na Seção 11 estudamos limitações para a ordem do quadrado tensorial não 
abeliano de um grupo sohível finito. Provamos aí 
Teorema 11.7 Se G é um grupo solúvel finito de comprimento derivado l, então 
IGoGI siG"'o:.G"'I:~:(Iaro:.Gf'i''-' ·1Gf'0:.g: I(g_)i) 
2'-1 
Para o caso em que G é lllll grupo rnetabeliano mostramos 
Teorema 11.8 Seja G um grupo metabeliano finito. Então 
onde G'I\G' é o quadrado exterior {usual) do ~-módulo C'. No caso partzcular em 
que [G', G] = 1, então 
Conduímos nosso üaLalho dando exemplos de grnpos metaLelianos G tais que 
[G O Gl atingem a cota obtida no resultado anterior. Em alg)ms desses exemplos 
cakulamos t.ambém o quadrado tensorial. 
Grande parte do trabalho apresentado aqui foi realizado durante o período em que 
estive na Universidade de Brasília - UnE. AgradeÇD ao Prof. !\oraí R. Rocco, vela 
orientação e constante estímulo recebidos dnrante o desenvolvimento desta pesquisa 
e tamLém a todos os membros do Departamento de }.latemática da VnB. pela hos-
pitalidade e por terem oferecido as condições necessárias para a realização deste 
trabalho. 
Deixo também o meu agradecimento aos meus amigos de Campinas. Brasi1ia. 
Maringá e. em especial, ao meu marido. Emerson. pelos incenti\·os recebidos. 
Finalmente, agradeço à CAPES pelo suporte financeiro. 
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CAPITULO I 
Preliminares 
Neste capítulo, as três primeiras seções têm por objetivo fixar notações, além de 
destacar alguns resultados da teoria de grupos que serão úteis ao nosso trabalho. Esses 
resultados terão suas demonstrações omitidas e como referência citamos [21}, [22] e 
[28] para a seçãD 1, [19] e [17] para a 2 e [27] para a 3. Na seção 4 damos a definiçãD 
do iimtor quadrático de Whitehead e citamos algumas de suas propriedades. Como 
nosso trabalho envolve os produtos tensoriais não abelianos e uma generalização do 
grupo v(G), as seções 6,7 e 8 são dedicadas a estes grupos. Nelas introduzimos 
os conceitos, damos algtunas de suas propriedades básicas, além de emmciarmos os 
resultados relevantes para todo o trabalho. 
1 Cálculo de Comutadores 
Sejam x1, x 2, ... elementos de mn grupo. O conjugado de x 1 por x 2 é 
e o comutador de x 1 e Xz (nesta ordem) é 
Para n 2: 2 o comutador simples de peso n é definido indutivamente pelas regras 
Escrevemos [x."+' y] ~ [[x'" y], y] com [x,1 y] ~ [x, y] 
Seja G um grupo. Se X é mn subconjunto não vazio de G, então escrevemos (X) 
para o subgrupo de G gerado por X e (X)G para denotar o fêcho normal de X em G. 
1 
O centro de G é in<:licado por Z(G). Para X, Y subconj1mtos não vazios de G, [X, Y] 
denota o subgrupo de G gerado por todos os comutadores [x, y], com x E X, y E Y. 
Para X 1 , X2 , · · ·, Xn subconjlmtos não vazios de G, com n 2:: 2, definimos 
Usamos a notação 
[X,. Y] = [X, _Y, · ·; , Y) 
n 
A seguir daremos algumas propriedades básicas referentes a comutadores. 
Proposição 1.1 (cf. {21}, pag. 11g}. Sejam x, y, z elementos de um grupo. Então 
(i} [x,y] = [y,x]-1 = [x,y-1]-> = [x-1,y]-" 
(ii) [xy, z] = [x, z]'[y, z] ; [x, yz] = [x, z][x, y]' 
(iii} [x, y]' = [x, y][x, y, z] = [x', y'] 
(iv) [x, y-1, z]'[y, z-1, x]'[z, x-1, y]" = 1 (identidade de H ali- Witt}. 
Se a : G ---+ G1 é um homomorfismo do grupo G no grupo G1, então escrevemos 
(g)a para a imagem do elemento g (de G) por a:. Se X é um subconjnnto não vazio 
de G, então (X)a denota o conj1mto {(x)a I x E X). 
Proposição 1.2 (cf. {22}. pag. 12). Sejam H,K subgrupos de um grupo G. Então 
(i) [H. KJ :'1 (H, K); 
(ii) [H, K] = [K, H]; 
(iii) Se a : G ~ G1 é um homomorfismo de grupos, então (IH, K])a = [(H)a, (K)a]; 
(iv) Se H e K são normais (respectivamente característicos) em G, então [H,K] é 
um subgrupo normal (respectivamente característico) de G; 
(v) Se K = (Y) então [H. Kj =[H, Y]K; 
2 
(vi) Se H= (X) c K = (Y), então [H. K] =[X, Y]HK 
Denotamos por G; ao i-ésimo termo da série derivada de um grupo G. Assiml 
Ga = G, G1 = [G, G] e. para i 2 1, G, = [G,_, G,_i] 
É comum escrever G' no lugar de G1 e Ga.b para indicar ~~- Quando G1_ 1 # G1 :::: L 
o grupo é solúvel, de comprimento derivado l. Se G é solúYel indicaremos o seu 
comprimento derivado por l(G). 
Escreveremos J;( G) para o i-ésimo termo da série central inferior de G. Desta 
forma, ')I(G) = G e 'li+I(G) = h;(G),G] para i 21; esta série satisfazo 
(i) ,,(G) :9 G, i 2 1; 
(ii) -y;(G) <z( G ). i21 
'/i+I(G) - 'li+I(G) 
Se /c(G) f:. l'c+l(G) = 1, então dizemos que G é nilpotwle, de classe de nilpotência 
c. Para um grupo nilpotente G, denotaremos a sua classe por d(G). 
Algumas propriedades básicas referentes a grupos nilpotentcs estão resumidas no 
resultado a seguir: 
Proposição 1.3 ( cf. {21 ], pag. 118 e 126}. 
(i) Seja G um grupo nilpotente de classe r. Então todo .-.ubgrupo e grupo quocu:nfe 
de G são nilpotentes e suas classe.~ de nifpotência são no máximo c. 
(ii) hn produto direto de um número finito df grupos nilpofwlts { nilpotentr. 
(iii) Todo p-grupo finito ( nilpotente. 
(iv) Um grupo finito G é nilpotwte Sf r somrnfe se e o produto dirffo de seus 
subgrupos de Sylow. 
Se r é um número natural. escreveremos Cr.2 para o coeficiente binomial r( r-I)/:!.. 
O próximo resultado fornece uma condiçãü para um grupo ser nilpotente. 
:) 
Teorema 1.4 (Critério de P. Hal( cf. {28], Vl.6.g). Se N é um subgrupo normal 
G 
de G tal que N e N' são nilpotentes de classes s e n, respectivamente, então G é 
nilpotente e cl(G) :S nC-+1,2 - C,,,. 
Definição. Dizemos que um grupo G é um grupo engeliano, ou que satisfaz a 
condição de Engel, se para qualquer par de elementos x, y de G, existe 1un inteiro 
n (que pode depender de x e y) tal que [x,. y] ~ 1. Se existe wn inteiro n (fixo) tal 
que [x,n y] = 1 para todo x, y em G, então G é dito ser n-engeliano ou que satisfaz a 
n-ésima condição de Engel. 
É claro que todo grupo nilpotente de classe n é n-engeliano. Dois remltados im-
portantes sobre grupos engelianos são os seguintes: 
Teorema 1.5 (Zorn, cf. {21], pag. 358). Todo grupo engeliano finito é nilpotente. 
Teorema 1.6 (Gruenberg {13]) Todo grupo engeliano solúvel finitamente gerado é 
nilpotente. 
2 Grupos Livres 
NESta seção introduzimos os conceitos de grupo livre e apresentação de um grupo 
bem como algumas de suas propriedades. 
Definição. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X Ç F se, para qualquer 
grupo G e qualquer função B : X --t G, existe um único homomorfismo B' : F --t G 
tal que 
xB' = x8 (2.1) 
para todo x E X. O cardinal lXI é chamado o posto de F. 
Há outras formas de expressar a propriedade (2.1). Por exemplo, podemos dizer 
que ()' estende 8 ou, denotando por i : X --t F a inclusão de X em F, que o diagrama 
4 
é comutativo, i.e., iB' = 8. Observemos que a composição de funções é feita da 
esquerda para a direita. 
Substituindo a palavra "grupo" por "grupo abeliano" nos dois lugares em que ela 
aparece obtemos o conceito de grupo abeliano livre. 
Proposição 2.1 (cf. {17]. pag. 7}. Todo grupo é uma imagem homomhfica de 
algum grupo livre. 
Seja G um grupo e <P: F--> G um epimorfismo de um grupo livre F~ F(X) sobre 
G. Temos então G"' F/N onde N é o núcleo de cf>. Agora seja R Ç F mn conj1mto 
que gera N como subgrupo normal de F, i.e., < R >F= IV. Observemos que X e 
R determinam G (a menos de ismllorfismo). Assim escrevemos G =< X I R > e 
chamamos este par uma apresentação livre, ou simplesmente apresentação, do grupo 
G. Os elementos de X são denominados geradores e os de R relatores. Dizemos que 
G é finitamente apresentado se existe uma apresentação G =< XIR > onde X e 
R são finitos. Quando X= {x1, ... ,xn} e R= {r1, ... ,rm} é comum escrevermos 
G=<x 1, ... ,Xn I r1 =l,.,,,rm =1 >. Nestecasochamamosri= 1,1 ::;i :::;m, de 
relações definidoras para G. 
Exemplo. O grupo diedral de grau n, D 11 , tem apresentação 
Proposição 2.2 (cf. {17]. pag. 27}. Se G, H, K são grupos e o : G --> H, (3: G--> 
K são ho77Wmorfismos com a sobrejetora e tazs que N uc( o) Ç N uc(f3) então exi.<;;te 
um homomorfismo f : H - K tal que a~· = f3 
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Teorema 2.3 (Teste de Substituição, ef. [17}, pag. 29). Sejam G um grupo com 
apnsentação < XIR >.H um grupo e O: X -t H uma função. Então O se estende a 
um homomorfi,c;mo O' : G---+ H se, e somente se, () é consistwte com todas as relações 
definidoras para G, i. c.. se para todo x E X e todo r E R, o resultado da substituição 
de :r por xO em r dá a identidade de H. 
Proposição 2.4 (cf. {17}, pag. 32). Se G e H são grupos com apresentações 
< X I R > e < Y I S > respectivamente, então o produto dinto G x H tem a 
apresentação 
< X,Y I R,S,[X, Y] > 
Sejam G =< X I R > e H =< Y I S > duas apresentações. O grupo 
< X, Y I R. S > é chamado o produto livre de G e H e é denotado por G *H. 
Proposição 2.5 (cf. {:21], pag. 167}. Seja G *H o produto livrE de dois gr·upos não 
tririais. Então o subg;·upo comuiadoT [G, H] de G *H é normal. Além diSso. [G. H] 
I um grtlpo litJTf sobrt o conjunto 
{[g, h]] g E G. h E H. g, h ;f J} 
3 Multiplicador de Schur 
Definição. Seja. G um grupo com apresentação< XIR >. O multiphcador de Schur 
de G é definido por 
F 1 nR 
.\f(G) =[F, R] 
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onde R denota o fêcho normal de R em F~ F( X). 
Proposição 3.1 (cf. {27], pag. 363 e 202). 
(i) M(G) depende apenas de G e não da apresentação< XIR > pam G; 
( ii) Se G é um grupo finito então M ( G) é um grupo abeliano finito e o expoente de 
M(G) divide IGI. 
Proposição 3.2 Sejam G um grupo finito e G um grupo que possui um subgrupo 
centml A tal que Õ I A ~ G. Então A n Õ' é uma imagem homomórfica de M ( G). 
Seja G um grupo. Um grupo Õ que possui um subgrupo A tal que A :õ Z( Õ) n Õ' 
e ã I A C::: G é chamado um grupo di: recobrimento de G. Se além disso A "' M ( G), 
então dizemos que G é mn grupo de recobrimento total de G. 
O exemplo a seguir mostra que um grupo de recobrimento de um grupo não é 
necessariamente único. 
Exemplo. Sejam 
Temos 
D4 = (x,ylx2 = 1, y4 = 1, yx = y-1) 
Qz ~(a,bla2 ~b2 ,b4 ~1,a'~a-1 ) 
D~ ~ Z(D4 ) ~ (y2) e D, ~ Z(D
4
) ~ ;z, X ;z, 
Q; ~ Z(Q2 ) ~ (a2) e 
Logo D 4 e Q2 são grupos de recobrimento (não isomorfos) de ~2 x 2Z2 • 
í 
4 O Funtor Quadrático de Whitehead 
Nesta seção definiremos o ftmtor quadrático de Whitehead r e veremos algumas de 
suas propriedades. As demonstrações dos resultados aqui apresentados podem ser 
encontradas em [30]. 
Definição. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, f A é o grupo gerado por todos os 
símbolos "(a com a E A satisfazendo as relações 
')'(-a) - 1a; (4.1) 
/'(a+b+c)+')'a+')'b+')'c l'(a+b)+l'(b+c)+l'(c+a) (4.2) 
para todos os elementos a, b, c E A. 
Proposição 4.1 r~.~ { ~., se ~2m se 
n é ímpar 
n é par 
Proposição 4.2 Sejam A e B grupos abelianos. Então 
Proposição 4.3 Se A é um grupo abeliano finito então r A também é. 
5 O Produto Tensorial Não Abeliano de Grupos 
)resta seção introduzimos o produto tensorial não abeliano de grupos e destacamos 
os principais resultados referentes a este assunto e que serã.o importantes no nosso 
trabalho. 
Uma ação de tun grupo G sobre um grupo H é um homomorfismo f) : G ---> 
Aut(H), onde Aut(H) é o grupo de automorfismos de H. Escrevemos (h)gB como 
hg, representando assim urna ação à direita de H. Se 8 é o homomorfismo trivial 
então dizemos que G age trivialmente sobre H ou que H é C-triviaL 
Sejam G e H dois grupos munidos de urna ação de C sobre H e de uma ação 
de H sobre G. Suponhamos que cada um desses grupos atue sobre si mesmo por 
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conjugação, Le., para g,x E G e h,y E H,gx = x- 1gx e hY = y- 1hy. Dessa forma 
temos mna ação do produto livre G *H sobre G e H. Vamos dizer que as ações de 
G sobre H e de H sobre G são compatíveis se: para todo g, g1 E G. h, h1 E H 
9(h9i) = gYJlhgl := ((gYll)h)gl 
h(ghl) = hh}lghl := ((hhll)Y)hl 
(5.1) 
(5.2) 
Se G e H atuam um sobre o outro compativelmente, o produto tensorial (não 
abeliano) de G e H, como introduzido por R. Brown e J. L. Loday em [7], é definido 
como o grupo gerado por todos os símbolos g 0 h, g E G, h E H satisfazendo as 
relações 
991 ®h= (9 9' ® h9')(91 ®h) 
9 ® hh, = (9 ®h,) (l' ® h'') 
para todo g, g1 E G e h, h1 E H. Tal grupo é denotado por G@ H. 
(5.3) 
(5.4) 
Notemos que as relações (5.3) e (5.4} têm a forma das identidades de comutadores 
quando g 0 h é substituído por [g, h] e as ações por conjugação. 
Uma vez que a ação por conjugação de um grupo G sobre si mesmo satisfaz (5.1) 
e (5.2), o quadrado tensorial não abeliano G 0 G de um grupo G pode sempre ser 
definido. 
Observação 1. Fazendo g1 = 1 em (5.3) e h1 = 1 em (5.4) vemos que 9 0:: 1 = 1 ®h, 
onde g E G e h E H, é o elemento neutro de G ®H. 
Observação 2. É fácil ver que se G e H são grupos agindo um sobre o outro, com 
G abeliano e H G-trhial. então a'3 ações são compath·eis. 
Exemplo 1. Sejam C =< a I a2 > e H =< b I b3 >. Suponhamos que H age 
trivialmente sobre G e que G age sobre H por ha = h- 1.h E H. Pela observação 
anterior temos que essas ações são compatíveis. Da definição de G g H e da 
observação 1, G ®H é gerado por {a®b,a® b2}. Mas, por (5.4) 
a e b2 =(a@ b)(a' ® b') =(a@ b)(a g b) =(a g b)2 
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Logo G 0 H=< a 0 b >. Também temos 
I 'o b =a' 0 b =(a"@ b")(a@ b) =(a@ b2)(a :O b) =(a@ b)'. 
é fácil verificar que a aplicação G 0 H --t JZ3, a 0 b f---7 I é um isomorfismo. • 
Exemplo 2. Sejam.:!':, = (x[x'). com p primo, p f 2 e h'= (a, b I a2 , b2 , [a. b]) (Co< 
C2 x C2 ). Suponhamos que Zlp atue trivialmente sobre h" c que a ação de h" sobre 
ZlP seja dada por: 
a -1 b -1 
:r=x, x=x 
Pela observação 2, essas ações são compatíveis. Logo o produto tensorial nao 
abeliano Zlp 0 K está definido. Observamos que Zlp 0 K é gerado pelo conjunto 
{xm0a, :rm@b, xm0ablrn=l,2,···.p-l} 
Mas 
x 2 @a= (xx0ax)(x®a) = (xGa)(a:®a) = (x®a)' 
e, por indução, mostramos que 
xm@a= (x®a)m, VmE {1,2, .. ·.p-l} 
Como xP = L ( x ® a )P = 1. Analogamente 
xm c>; b = (x@ b)m, (x S b)' =I, Xm@ ab = (x C\ ab)m e (x 0 ab)' =] 
Além disso. 
Logo. Zl,, ·:::: I\ é gerado por ( x .~: a) e ( x @ b ). :\las 
(x@ab)' = (x@ab)(x@ba) 
= (x@ b)(x'@ a')(x@ a)(.r' c b") 
= (ú) b)(x'-1 ·S a)(x 0 a)lx'-1 S b) 
= lx ®· b)(x@ a)H(x 0 a)(.r} bJ'•-1 
= (x~Jb)(x®a)'(x·®b}'- 1 
= lx0b)(x&b)r-l 
= (xc;,b)P 
=I 
lO 
Como também (:r® ab)P = 1 e mdc(2, p) = 1 segue que x 0 ab = I. Isto. juntamente 
com (5.5), nos dá 
x ® b = (x ® a)-(p-l) 
e, portanto, 
~' ® !\ = (x ®a) 
Vamos verificar que llp ® K ~ llp· Seja X= {xm ® aibi I m,i,J E Zl, O:::; m < 
p -1, O<:: í,j <:: 1} e definamos 
a: X ....------t Zlp 
Xm ® ailJ.i 1--t xm~,,; 
onde E;,j = O se z J e E;,j = 1 se i -f- j. Para todo m,n E {O,l,···,p -1} e 
i,j E {0,1} 
(xmxn ® ailJi)a = (xm+n 0 aibi)a 
= x(m+n)~ •. J 
= (xm S· ai&i)a(x11 0 aif?)a 
= ((xm)'" ® (a'&i)x")a(x" ® a'l!)o 
pois llP age trivialmente sobre K. Além disso, para todo mE {O,L···,p -1} e 
1,j, k, [E {0, 1} 
(xm 0 ail)akl:/)a = (xm C? ai+kbJ+I)a 
Por outro lado, 
Vamos verificar que 
Temos 4 casos: 
= (xm C a~•.kb";· 1 ) a (pois a2 = b2 = 1) 
= :rm~,._k·'J.I 
= xm"k,l (:rt-l)'k.l,-, ;::~ a'lY) o 
= Xmeux(-1)'k,lm,,, 1 
= Xm(ek.l+(-1)'k.1",,1) 
EE, k,EJ,I = é k.l + ( -1 )Ek,l E i,j 
(1) i= j e k = l. Neste caso, Ei,k = e:1,1 e. então 
li 
(.\.6) 
(2) i= j e k f l. Isto implica que E;,k f:- E1,1 e, então 
(3) i-# j e k = l. Este é análogo ao anterior. 
( 4) i i j e k i l. Neste caso, 
Se i = k , então devemos ter j = l. Daí 
Se i =f k , então j =/- l. Conseqüentemente 
Em qualquer caso, (5.6) ocorre. Logo, 
Segue então que a é consistente com as relações definidoras de íZp 0 K e, portanto, 
estende-se a um homomorfismo c/ de íZp@ K em ~p· Como (x®a )a'= x, ~Pé?; K = 
Çx 0 a) e ( x @ a )P = 1, temos que a' é um isomorfismo. Portanto, 
:\seguir veremos alguns resultados obtidos por R. Brown e .1. L. Loday [7}. 
Proposição 5.1 U"' grupos G e H atuam sobn G 0 H dr modo quf 
para todo g,g1 E G',h, h1 E H. Conseqüentemtnff, temos uma ação df G' *H sobre 
G C H dada por 
ondf g E G, h E H t p E G *H. 
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Proposição 5.2 {cf. (7]}. Suponhamos que o : G ~ A. 3 : H ~ B sejam homo-
morfismos de grupos, A, B atuem compativelmente um sobre o outro e que a: e [3 
preservem as ações, no seguinte sentido: 
(h')f3 = (hf3)'" , (g')a = (ga)" 
para todo g E G, h E H. Então existe um único homomorfismo 
a0{3:G0H~A0B 
tal que (g 0 h)(o 0 {3) = ga 0 hf3 pam todo g E G, h E H. Além disso, se o e f3 são 
sobrejetoras então o: 0 [3 também é. 
Proposição 5.3 {cf. (7]}. Existe um único isomorfismo 
v:G0H~H0G 
tal que (g 0 h)v =(h 0 g)-1 pam todo g E G, h E H. 
Proposição 5.4 (cf. (7]). Pam todo g,g1 E G e h,h1 E H temos 
(a} (g-1 0h)' = (g0h)-1 = (g0h-1 )'; 
(c} (g-1g') :0 h1 = (g 0 h)-1 (g 0 h)h'; 
(d) 91 0 h-9h = (g 0 h)-"(g g, h); 
(5.7) 
Definição. Um módulo cruzado é um homomorfismo de grupos J1 : Af -----> P jmü.o 
com mna ação de P sobre M satisfazendo as seguintes C'ondições 
(MC!) (mP)p 
(MC2) (mJ)(m)p 
p-1(m)pp, p E Pm EM 
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Proposição 5.5 (cf. [7]}. 
(a) Existem homomorfismos de grupos À : G 0 H ~ G, Jl : G e H ~ H tais que 
(g 0 h).\= g- 1g', (g 0 h)p = h-'h; 
(b) Os homomorfismos >.., 11 com as ações dadas na Proposição 5.1 são módulos 
cruzados; 
(c) Se g E G,h E H, tE G 0 H então 
tÀ®h 
g 0 tp 
(d) t.\®t 1p=[t,t!)paratodot,t1 EG®H; 
(e) As ações de G sobre Nuc(p) e de H sobre Nuc(À) são triuiais. 
Proposição 5.6 (cj. {7}). Se G atua trivialmente sobre H e H atua trivialmente 
sobre G então 
G OH~ G"' ®:z H"' 
A seguir veremos algumas propriedades de produtos tensoriais não abelianos de 
grupos. 
Proposição 5.7 (G. Ellis, [8}) Sejam duas extensões centrais 
1---+M~G~A--+1 
1---+N~H~B--tl 
tms que G e H são !J!UPOS cada um atuando compativelmente sobre o outro, A e 
B também. a,/3 são homomorfismos que preservam as ações com Nuc(a), Nuc(B) 
atuando trivialmente sobre H, G respectivamente. Então existe uma seqüência exata 
(G:z;N) x (M®H) -Lc®H ~A®B ~ 1 
na qual I m8 é central em G ® H. 
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Em particular, dada uma extensão central 
existe uma seqüência exata 
na qual f mi é central. 
Sejam G um grupo e JZG o anel de grupo de G sobre JZ. Um elemento típico de 
JZG tem a forma Lx9g onde os x9 E 7Z e apenas um número finito deles é diferente 
gEG 
de zero. Consideremos o seguinte homomorfismo de anéis, chamado de aplicação de 
aumento 
c: JóG -+ Zó 
L:x,g c-+ L:x, 
gEG gEG 
O núcleo deste homomorfismo é dito o ideal de aumento de G e é denotado por 
l(G). é fácil vermos que /(G) é gerado como 7Z-módulo pelo conjunto {g -l;g E 
G \ {1}}. Também I(G) (como ideal de JóG) é um JóG-módulo. 
Se A é um grupo abeliano com uma ação de G, (a,g) I-+ a9 , Va E A, g E G, 
façamos r= "f:_x9g E JZG operar à direita sobre um elemento a E A por 
a. L :r9 g = L:r9 a1 
gEG gEG 
Facilmente se verifica que para todos a, b E A c r. sE JZG 
(a+ b).r = a.r + b.r. a.(r + s) = a.r + a..s. a.(rs}= (a.r).s, a.l =a 
de modo que A é um .tfG-módulo à direita. 
Proposição 5.8 (D. Guin. [14]) Sejam A f G grupos corno acima f suponhamo$ quE 
(; sr:ja A-trivial. Então 
.4 0 G 9! A 0;za l(G) 
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R. Brown, D.L. Johnson e E. F. Robertson [5] provaram que sob certas condições 
favoráveis, o produto tensorial não-abeliano se distribui sobre produtos diretos. 
Proposição 5.9 Sejam A, B, C grupos com ações dadas dt A sobre B e C e de B e 
C sobre A. Suponhamos que essas últimas ações 
(a) comutem: abc. = acb, de modo que B x C atue sobre A; 
{b} induzam a ação trivial de B sobre A 0 C: (a 0 c) 0 =a 0 c e 
{c) induzam a ação trivial de C sobre A 0 B : (a 0 b)' =a 0 b, paro todo a E A, 
b E B,c E C. Então 
A 0 (B x C) ~ (A 0 B) x (A 2 C) 
De.ste resultado e da Proposição 5.3 obtemos 
(B X C) 0 A~ (B 0 A) X (C 0 .4) 
Sejam G e H grupos com cada um atuando trivialmente sobre o outro e sobre si 
me.srno por conjugação, de modo que pela Proposição 5.6, G ®H, H ®G são produtos 
tensoriais usuais. Nestas condições temos 
Proposição 5.10 (cf. (5]) 
(G x H) 0 (G x H)= (G 0 G) x (G 0 H) x (H o G) x (H 0 H) 
Definição Sejam G e H subgrupos normais de um grupo _\f agindo um sobre o outro 
por conjugação em M. O prodUto exterior (não abeliano) G 1\ H é o grupo obtido do 
produto tensorial não abeliano G ®H adicionando as relações x & x = L para todo 
x E GnH. 
Em [5}, R. Brown, D.L. Johnson e E. F. Robertson proYaram o seguinte resultado: 
Proposição 5.11 Se G é um grupo finito (resp. p-grupo finito, p primo), então 
G 0 G também é fimto (resp. um p-grupo finito). 
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Ellis, em [9], estendeu o resultado acima, provando a finitudc do produto tenso-
ria! não abeliano de grupos finitos. Entretanto, sua demonstração usa argumentos 
homológicos (como veremos a seguir) e nenhuma prova puramente por métodos da 
teoria dos grupos desse resu ]tado é conhecida. 
Teorema 5.12 Se G e H são grupos finitos então G®H também f. Se, além dfsso, 
G' e H são p~grupos então G 0 H também é. 
Demonstração. Ellis primeiramente demonstra este resultado para o caso especial em 
que G e H são subgrupos normais finitos de algum grupo M, onde cada um deles 
atua sobre o outro por conjugação em M. Esta demonstração usa duas seqüências 
exatas de R. Brown e J.L. Loday ([7], Teoremas 2.12 e 4.5L a saber 
--+ H3(GH/G) Ell H3(GHjH)--+ V--+ H,(GH)--+ 
e 
r(G n H/[G, H])--+ G ®H--+ G A H--+ I 
onde V é o núcleo da função comutador G A H--+ [G, HJ,g A h r-t [g, h]. A finitude 
de G 0 H, neste caso, segue do fato que a homologia de um grupo finito é finito (veja 
[26], Capítulo 10) e da Proposição 4.2. No caso em que G e H são p-grupos finitos a 
prova é análoga: 
Caso geral: Sejam G e H grupos finitos e seja N o subgrupo do produto semi~ 
direto Ge>< H gerado pelos elementos (g- 1gh,h- 1 h·q) com g E G,h E H. 
Afirmação 1. !\' é um subgrupo normal de Ge>< H. De fato. sejam g .. r E G' e 
h. y E H. Ent.ã.o temos que 
e 
(.,-',I )(g-' g', h-' h')(I, I) 
((g-'g')x, (h-'h')x) 
((gT'(gx)P,(hx)-'(h")'') E.\' 
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Agora como 
(g-1 gh' y-g-lgh h-l hgy) 
(g -I g'' y(y_,-,,' )'(h -I h')') 
( g -I gh(g -I g' t' (g-1 g' )'' yy-(g-' g')' (h -I h')') 
(g-lg'(g-llt', y((g-'g')')-' y-1) ((g-lg')'' (h -I h')') 
segue que (g- 1 gh, h-I hY)(t,y) E I\". Assim (g- 1 gh, h-I h9)(:r,y) E N uma vez que ( x, y) = 
(x, 1)(1, y). Logo N é normal em G~ H. 
Seja GoH = G~ H e denotemos a classe lateral (à direita) de (g, h) por (g, h). 
Afirmação 2. Existe uma ação de G o H sobre G' e H dada por 
(g.h) - _gh h(g,h) - h'h g, - YJ e 1 - 1 
para todo g,g1 E G, h, h1 E H. De fato, para cada g E G. h E H a. função 
B(,,h) : G --> G 
g, 1---t gfh 
é claramente um automorfismo de G. Definamos 
O:GoH --> Au.t(G) 
(9 , h) c-+ e~.,.,, 
Se g, g' E G. h, h' E H são tais que (g, h) = (g'l h') então (g. h) = n.(g', h') para algum 
n E N. Agora como 
para todo g1 , :r E G c y E H concluímos que O(g.lr) 
dC'finida. Claramente O é um homomorfismo de grupos. 
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Afirmação 3. Os homomorfismos 
o-: G -> C oH 
g >-+ (g, I) 
v: H ----4 G'oll 
h >-+ (l,h) 
são módulos cruzados. De fato. Sejam g,x E G e y E H. Temos que 
Claramente gxu 
análoga. 
x- 1 gx e portanto a é um módulo cruzado. A prova para v é 
Para todo h E H e x E Nuca 
Logo Nuca atua trivialmente sobre H. Analogamente, a ação de /'llucv sobre G é 
trivial. Além disso, para todo g E G e x E Nuca 
ou seja, /liuca é central em G. Analogamente Nucv é central em H. Dessa forma. as 
extensões 
1 ----4 Nuca ----4 G ----4 f mO" ----4 I 
1-+ /1/ucv----4 H-+ /mv-+1 
são centrais. Para cada 9 E G, h E H 
(h')v = (h'")v = (nv)'". 
. -
ou seJa, a e v preservam as açocs. 
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Assim, pela Proposição 5. 7 existe uma seqüência exata 
(G 0 Nucv) x (Num <8J H)-+ G 0 H-+ I ma :)lmv-+ I. 
Agora, como a e v são módulos cruzados segue que /ma e /mv são subgrupos normais 
de G o ll. Assim, !ma® Imv é finito. Pela Proposição 5.8, G 0 Nucv ~ !(G) 3 76c 
IVucv, o qual é finito pois /(G) ®?Zc Nucv é um grupo abeliano finitamente gerado 
de torção. Da mesma forma, N uccr 0 H é finito. Segue então da seqüência anterior 
que G 0 H é um grupo finito. Se G e H são também p-grupos então /(G) 3?Zc 
Nucv, Nuca@ 76c !(H) e lma®lmv são p-grupos e conseqüentemente G®H também . 
• 
6 Uma Construção Relacionada ao Quadrado Ten-
sorial 
Nesta seção vamos ver um pouco do trabalho de N. Rocco ([23] e [24]), sobre uma 
construção de grupo relacionada ao quadrado tensorial não abeliano. Especificamente, 
sejam G e G<f dois grupos isomorfos por um isomorfismo i.p : G ---+ G<f, g r-+ g<f, 
para todo g em G. O grupo é definido por 
Consideremos o subgrupo 
T(G) ~ [G,G~] 
:-\ rela.çào entre v( G) e G (:) G é da.da pelo seguinte resultado: 
Proposição 6.1 (cf {23}) Y(G) COó (,'C c;, 
Observamos que T( G) é normal em v( G) e, portanto, v( G) pode ser descrito como 
v( C)= T(G) QQ<f. Assim do resultado acima e do Teorema 5.11 segue que u(G) é 
finito se G é finito. Ror co dá uma prova alternativa da finitudc de v( G) quando G 
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é finito usando uma conexão entre v(G) e um grupo, x(G). introduzido por S. Sidki 
[29], definido por 
x(G) := (G,G' 1 [g,g'] = 1, 'lg E G) 
A seguir citamos um resultado de [29] sobre x(G). 
Teorema 6.2 Seja G um 1r-grupo finito (1r um conjunto de primos), nilpotente finito 
ou solúvel de gmu finito. Entao x(G) é também um 1f-grupo finito, nilpotente finito 
ou solúvel de gmu finito. 
O grupo x(G) tem um subgrupo R(G) tal que as relações 
[g,,gj]'f = [gj', (gj')'] 
são satisfeitas em rá~l para todo g1, g2 , g, E G (cf. [29]). Aqui R(G) = [G, L(G), G'], 
onde L(G) := (g-1g' I g E G). 
Seja t.(G) o subgrupo de v(G) gerado por todos comutadores [g,g'], com g E G. 
Temos 
Teorema 6.3 (cf. [24]) Paro todo grupo G 
x( G) , v( G) 
R(G) - t.(G) 
Além disso, t.(G) <:; v(G)' n Z(v(G)). 
O teorema anterior e a Proposição 3.2 implicam que ~( G) é uma imagem ho-
momórfica do Multiplicador de Schur de ~i ~i. Isto, juntamente com o Teorema 6.2 
e Proposição 3.1 (b), fornece 
Proposição 6.4 (cf. {23]} Seja G um n-grupo finito, nilpotente finito ou solúvel de 
comprimento denvado finito. Então v( G) é também um 1i -grupo finito, nilpotente 
finito ou solúvel de grau finito. 
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Observe que o resultado acima dá uma prova alternativa da finitudc de G ® G 
quando G é finito. A seguir citamos algumas propriedades do grupo v( G). 
Proposição 6.5 (cf. {f!Sj e {24]) As seguintes relaçôrs se verificam em v(G): 
G· 
' 
(iii) [g,g'] é central em v(G), Vg E G; 
(v) [g,g~] = 1, Vg E G'; 
(vi) [g,h~][h,g'] = [gh,(gh)']· [h,h']-1 • [g,g']- 1 , Vg,h E G: 
(vii) [g,h'][h,g'] = [h,g'Jig,h"j, Vg,h E G; 
(viii) Se h E G' então [g, h'][h,g~] = 1, Vg, h E G; 
(ix) Se gG' = hG' então[g,g'] =[h, h'], Vg, h E G. 
Seja Num subgrupo normal de G. O epimorfismo canônico TL: G-+ Gfi\' induz 
um epimorfismo 7T: v(G)-+ v(GjN) tal que g ~ Ng, g'f ~ 1\/g-f. 
Proposição 6.6 (cf. {23}) Com a notação acima Nurir = (N. ,\- 0 )[.\'. (;"]. [G, N']. 
O próximo resultado fornece uma descrição da série central inferior e da serw 
derivada de v( G) em termos das correspondentes séries de G. 
Teorema 6. 7 (c f. {J.'i}) 
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(i) Para i 2: 2 o i-ésimo termo da série central inferior de v(G) é dado por 
(ii) Para o i-ésimo termo da série derivada de v(G) é dado por 
v( C),= C,Ci[C,_1, Cf_1]. 
Como consequência 
Corolário 6.8 (cf. [23]} Se C é um grupo nilpotente de classe c (resp. solúvel de 
comprimento derivado l}, então v(G} é nilpotente de classe no máximo c+ 1 (resp. 
solúvel de comprimento derivado no máximo l + 1). 
Proposição 6.9 (c f. [23]) Seja C = N ·H um produto semi-direto de sew; subgrupos 
N~C e H <C; C. Então 
(i) v( C)= (N,N') [N,H'][H,N']· (H, H'); 
Prop'osição 6.10 (cf. [23]} Seja G = N X H o produto direto de sew; subgrupos 
normai.s N e H. Então 
(ii) (N, N') "'v(N); (H. H')~ v(H) 
(iii) !(G) = !(N) x !(H) x [N, H'] x [H, N'] 
Proposição 6.11 (cf. {23]) Seja C= P1 X ... X Pn um grupo nzlpot.ente finito onde 
{P1 , ... , Pn} é o conjunto de p-subgrupos de Sylow de C. Então, 
(i) v(G) "'v(P1) X ... X v(Pn) 
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{ii) T(G) "'T(P,) X ... X T(P .. ) 
Para G um p-grupo finito Rocco encontra mn limite polinomial para a ordem de 
v(G). 
Teorema 6.12 (cf. {23]) Seja G um p-grupo finito com IGi ~ p" e jc'j ~ pm. Então 
lv(G)I divide p•'+'n-mn 
Este limite é atingido para G = Q2, o grupo quaterniônico de ordem 8. Em 
particular são obtidos limites para a ordem de G 0 G. 
Corolário 6.13 (cf. {23}} Seja IGI ~ p", jc'j ~ pm e d ~ d(G) o número minimal 
de gemdores de G. Então 
7 Produtos Tensoriais de Grupos de Ordem Potência 
de Primo 
G. Ellis e A. McDermott [11] melhoraram a cota que Rocco encontrou para a ordem 
de G ® G, quando G é um p-grupo finito (veja Corolário 6.13) e a estenderam para 
o produto tensorial não abeliano de um p-grupo finito e um q-grupo finito, onde p 
e q são primos. Vamos apresentar aqui esta cota. Nesta seção G será um p-grnpo 
finito e H um q-grupo finito. 
Primeiramente vamos supor que existe um grupo E contendo C e H como sub-
grupos normru.s. Definimos 
GH ~ {g E G I oh E H tal que gh-1 E Z1GH)} 
Notamos que G H é um subgrupo normal de G e que GH = G se G Ç H. Vamos 
denotar o subgrupo de Fratt.ini de G por <P(G) 
Proposição 7.1 {11} Suponhamos que G e H são subgrupos normais de E e que as 
ações onginam-se da conjugação em E. Então 
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(i} Se pf' q então [Gc:>H[ = l; 
(ii) Se p = q e G é u.m grupo d-gerado de ordem pn, H é um. grupo d'-gerado de 
ordem pn' e [GH[ f [GH n <I>(G)[ = p', então 
Demonstração. (i) Suponhamos p # q. Como [G. H] Ç G n H segue que [G, H] é 
trivial. Logo, pela Proposição 5.6 
o qual é trivial. 
(i i) Suponhamos p = q. Primeiramente vamos considerar o caso particular [G, H] = 
1. Seja H"b 9:! cl X c2 X ... X cd', onde c .. denota um p-grupo ciclico. Pela Proposição 
5.6 
Portanto, 
[G 0 H[ <; IG"' 0 c, I x IG"' c:> c,l x ... x IG"' 0 cd·l 
d' 
<; IG"' J 
<; [G[d 
nd' 
= p . 
1__1 ma vez que k ::; d temo:s 
[G C' H[ S pnd' 
como quenamos. 
= pnn'-(d+n-d)(n'-d') 
:S; pnrL 1-(k+n-d)(.,'-d') 
Caso geral: A demonstração se dará por indução sobre t, onde t é tal que IGIIHI = p1• 
Se t = 2 então ou Gnll é trivial ou G =H= Cr. Em qualquer caso temos[(,'. H]= 1 
e o resultado segue de (i). Suponhamos t 2: 2 e qu(' a proposição é verdadeira para 
todos os p--grupos G\ H* com IG*IIH*I S: pt e sejam G, H dois p-grupo~ não triviais, 
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com IGIIHI = p1+1. Por causa do caso anterior podemos supor [G, H] #- 1. Como 
[G, H]<] G H temos [G, H] n Z( G H) of I e, portanto, existe um subgrupo N de [G, H] 
central em GH e tal que INI = p. Da Proposição 5.7 segue que existe uma seqüência 
exata 
G H ( G (!) N) x ( N C!J H) -+ G (!) H -+ 'f Z --, -+ I 
, .\ (7 .I) 
A inclusão l"{ C [G, H] implica que a imagem do homomorfismo canônico o: GH 0 
N -t G (? .. H está contido na imagem do homomorfismo canônico {3 : N 0 H -t 
G 0 H. De fato, sejam g E GH eu= [g1,h1]·· · [gk,hk] um elemento de N. Seja 
il = (g1 0 hJ) · · · (gk 0 h,) (E G 0 H). Observamos que (il)!. =(V.);'= u, onde !.,p 
são os homomorfismos dados na. Proposição 5.5. Pela definição de GH existe h E H 
tal que gh- 1 E Z(GH). Daí, para todo i, 
Assim, Uh = U9 . Agora, pela Proposição 5.5 (c) 
Logo (GH 0 N)o C (N 0 H)f3. Isto, juntamente com 7.1, implica numa seqüência 
exata 
Esta seqüência e o isomorfismo 0° 0 N ~ G dão 'H Gu<I>(G) 
< 1i." H. _g__ "'" [\"; Hl 
- I\' ;.u 1\' Gfi "-" 1' . ~-· 
- !2:"71li G I _ji_l 
- ]\' "-> .r--.· GH<fl(G) <fl(H) 
-1-º- rV- !1.1 pd-kpd' 
- .\' ~..::.· N 
~ p(-,;-J )(n'-1 )-(k+n-d-1 )(>.' -d'-1 )+d-k+d' 
= pnr.'-(k+n-d)(n'-d') 
como quenarnos. D 
Conforme observaram Ellis e McDermot.t em [11], nem todas as a.ções compatíveis 
se originam da conjuga.çâo em um grupo E contendo G e H. Por exemplo: SC'Jam 
26 
G ~ (xiT'), H~ (yly8) e._, ações dadas por 
Se essas ações se originassem da conjugação, então teríamos 
2 -y -} X -1 -i -2 
x =x·x=x x=y y =y y =y 
e, assim, a contradição 
Sejam G um p-grupo finito e H um q-grupo finito quaisquer, agindo compativel-
mente um sobre o outro. Vamos usar a ação de G sobre H para. formar o pro-
duto semi-direto Gt>< H. Assim como na demonstração do Teorema 5.12, seja 
G o H = G!>< H, onde N é o subgrupo (normal) de Gt>< H gerado pelos elementos 
N 
(g- 1gh, h- 1 hB). Vimos lá que os homomorfismos 
a:G---+GoH,g>-+N(g,l), v:H---+GoH, h---+N(l.h) 
são módulos cruzados, que preservam as ações, Nuccr age trivialmente sobre H e Nucv 
age trivialmente sobre G. Segue então que Nuca é um subgrupo central de G e que 
g'"· E Nuca, Vg E l'•ruca e h E H. Logo Nucd é um ~H-módulo. Analogamente, 
Nucv é um ~G-módulo. Coloquemos G =Imo-, H= lmv e sejam 
[Num, H] ~ (g-• g' lg E Nuca, h E H) e [Nucv, G] ~ (h-' h'lh E Nucv, g E G) 
Notemos que [J\'uca, H] é um 7l H-módulo e [J\'ucv, G] um íZG'-módulo. Denote-
mos o primeiro grupo de homologia de G com coeficientes em um G -módulo A por 
Teorema 7.2 [11} (i) Se p # q então G 0 H "' [Nuca. H] x [Sucv, G] c. con· 
sr.q·iifntem en f f. 
IG ::l HI ~I[ Nuca, H]IIINucv. G]l 
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(ii) Suponhamos que p = q, G é um grupo d-gerado de ordem pn, H é um grupo 
d' -gr ncrado de ordem p"'' e IG H I I IGH n r!>(GJI = p'. Então 
jG ® Hj :S K pnn 1-(k+n-d)(n 1-d') 
ondr A= IH1(G,Nucv)IIH,(H, Nucr7)11[Nucr7, H]II[Nucv,GJI-
Demonstração. A Proposição 5. 7 fornece a seqüência exata 
(G~Nucv) x (Nucr7®H) -tGC'; H-+ G®H-+ 1 (7.2) 
Obsen·amos que G e H sã.o normais em GoH e agem um sobre o outro por conjugação. 
Pelo Corolário 3.3 em [15] existe uma seqüência exata 
1 -+ H1 (G, Nucv)-+ G 0 Nucv-+ [Nucv, G]-+ 1 (7.3) 
(i) Suponhamos p f- q. Pela Proposição 7.1 (i), G ®H = 1. Como G é um p-grupo 
c Sucv é um q-grupo, Hl(G,Nucv) = 1. Segue então de 7.2 
G@ Nucv ~ [Nucv, G] 
Analogamente 
Num 0 H~ [Num. H] 
t: ma Yez que o homomorfismo composto 
, 
[Nucv, G].-::.; G 0 Nucv-+ G 2 H -+ Il 
]f'Yâ. [.Yuc11,G} injetivamente em H, o q-grupo [Sucv.CJ é isomorfo a um subgrupo 
rk (; :~· J{ De modo análogo, o p-grupo [Nuca. H] é isomorfo a um subgrupo de 
G ,';',H. Como p #- q, temos por 7.3 
[Nuw. H] X [Nucv. G] ~ G :'li 
(ii) Suponhamos p = q. Neste caso. o limite desC'jado segue da Proposição í.l e das 
seqüências 7.2 e 1.3. O 
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CAPITULO 11 
Produtos Tensoriais nao Abelianos de 
Grupos Solúveis 
8 O Grupo ry(G, H) 
CorneçarE'mos esta seção considerando urna generalização da construção apresentada 
na seção 6, definida em [25] como segue: Sejam G, H dois grupos agindo compativel-
mente um sobre o outro e H'~' uma cópia de H, isomorfo por tp : H ---t H'~', h 1--1- h"', 
'Ih E H. Entii<J 
ry(G, H):= (G, H'l[g, h']'' = [g'', (h" i"], [g, h']hi = [g"•, (hh'J'], 'lg,g1 E G, h, h, E H) 
Observamos que se G = H e as ações são conjugações, então 77( G', H) =v( G). 
Exemplo. Sejam G = (ala') e H = (blb2 ). Suponhamos que H é G-trivial e que H 
age sobre G por ab = a- 1 (= a 2 ). Então 
ry( G, H) = (a, b~la' = 1, (b') 2 = 1. [a, b']" = [a, b•], [a, b']"' = [aY] 
[a.b']'' = [a 2 ,b'], [a2.b"]" = [a 2 ,b'], [a2 .b']"' = [a 2,b']. [a 2 ,b']'' = [a,W]) 
Temos 
[a 2.b'] = la.b"J":a.b'] = [a,b'][a,b"] = [a.b'J'. 
Logo. 
l = [1,b'] =!c('. V= [a.b']' e [a.b"r' = [a 2 .b']. 
Daí 
•7]G,H) = (a,b'la' = l. Wi' = 1, [a,b']" = [a.b'], [a,b']'' = la,b'r'J 
Seja V= (x,y]:r3 , y3 , [x,y]) (~ C'3 X C3 ) e seja a o automorfismo de V tal que 
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Consideremos o produto semi-direto V :><I{ o} É fáeil ver que a correspondência: 
a 1---t x, b<P ~ o é consistente com as relaç<>es definidoras de TJ(G, H) e, assim, 
estende-se a um homomorfismo 
el : ~(G, H)--> v ><J(a) 
A aplicação e,: V ><J(a)--> ~(G, H) definida por: 
(x'y',a') >--+ a'[a,b']'(b')' 
para todo i,j E {0, 1,2} e e E {0, 1} é um homomorfismo de grupos. E claro que 
ele,= l,(G,H) e e,el = lv ><J(a)· Portanto, 
~(G, H) 'O' V ><J(a) 
Nesta seção G e H serão sempre grupos agindo compativelmente um sobre o outro. 
Diremos que um subgrupo M de G é um H-subgrupo se mh E A1, para todo mE .1\1 
e h E H. 
Proposição 8.1 Sejam M, N subgrupos normais de G e H respectivamente. Se M 
i um H -subgrupo de G e N é um C-subgrupo de H) então 
(i) [M, N'] ::1 ~(G, H); 
(ii) [1,(M),('YJ(N))"]::l~(G,H), Vi,j?: I; 
(iii) [M;,(N,t]::J~(G,H), Vi,j?:O. 
Demonstração. (i) Pelas relações definidoras de 17(G, H) temo...;; 
[m, n"]' = [m', (n')"], Vm E M, n E N, g E G. 
Corno M-::;! G e N é um G-subgrupo de H segue que G normaliza [.\1, N'""]. Analoga-
mente H" normaliza [M, N'"'J. Portanto, [M. 2'{""]-::;! IJ(G, H);. 
(ii) e (iii) são consequências da Proposição 1.2 e parte (i). O 
:lO 
Vamos denotar o subgrupo [C, H'] de ry(C, H) por r( C, H). Observamos que pelo 
resultado anterior r(G, H) é um subgrupo normal de ry(C, H). Além disso, ry(G, H) 
pode ser descrito como 
ry(C,H) = r(C,H)CW 
Há uma outra coTIBtrução de grupo devida a G. Ellis e F. Leonard [10], que 
é isomorfa a TJ(G,H). Este grupo é construído da seguinte forma: Sejam G e H 
grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Consideremos Zc, ZH conjuntos 
de geradores para G e H, n:spectivarnente e coloque Z = Zc U Z H. Agora sejam U, V 
outros conjnntos de geradores para G, H, n*lpectivamente, satisfazendo a seguinte 
condição 
g' E U e h' E V, 'lz E Z, g E U, h E V. 
Tomamos então o grupo G ~H, onde G * H é o produto livre de G e H e J o fecho 
normal em G * H do seguinte conjunto 
{z-1 [g,h)z[h',g'J; g EU, h E V, z E Z} 
, . C•H G•H _ ... 
Os homomorfismos canomcos G ~ J , H~ J sao mJetlvos (cf [lO]) e 
C•H 
assim, podemos identificar G e H com suas imagens em J 
Pela Proposição 5.1 existem ações de G e H sobre G IZ H dadas por 
(g 0 h)'= g' 0 h' 
onde x está em G 011 H. Usamos a ação de G sobre G ®H para formar o produto 
semi-direto 
GIX C®H 
O grupo H age sobre CIX C ®H por 
(g, t)h = (g, (g 0 h)th) 
para todo g E G, h E H, e tE G 0 H. Esta ação é utilizada para formar o produto 
semi-direto 
H1X(G1XG0H) 
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Teorema 8.2 (G. Ellis e F. Leonard [10[}. Existe um isommfismo 
G•H 
,P: J ~Ht><(Gt><G0H) 
tal que (g),P = (1,g, 1), (h),P =(h, 1, 1) e ([g, h]),P = (1, 1,g 0 h) 
É fácil ver que o subgrupo [G, H] de 
isomorfismo do último teorema fornece 
é isomorfo a r( G, H). Agora, o 
[G,H] é::G0H 
Conseqüentemente, temos 
Proposição 8.3 O subgrupo r( G, H) de ry( G, H) é isomorfo a G 0 H. 
A seguir damos rnna prova alternativa para este último resultado 
Consideremos o produto livre G • H'. Pela ProposiçãD 2.5 o subgrupo [G, H'] de 
G *H' é livre, livremente gerado pelos comutadores [g, h'], onde g E G \ {1 }, h' E 
H'\ {1}. Tomamos os seguintes subconjuntos de G *H' 
R= {lg, h't" · [g", wn 19, h'ty'. [gY, (hYJ'l}, 
S = { [gg, h't1 · [g", (h")'] · 19r, h'], [g, (hh1 )']~1 · [g, h f] · [g'•, (h h')']} 
para todo g,g1 ,x E G\ {1}, h, h1 , y E H\ {1}. Como [G, H'] é um subgrupo normal 
de G * H'1\ R1 S são subconjuntos de [G, H~"] . Por definição 
G•H' 
"(G H)= =:7= 
'' ' (R)G•H• · 
Mostraremos que 
(S)JG,H'J :"1 G *H' (8.1) 
e 
(8.2) 
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Para (8.1), seja s ~ [gg1, h~]- 1 [g'', (h" )~]19~> h~[ um elemento de S e x E G. Então 
pelas identidades de comutadores, temos 
s" ~ [gg1, h•]-•[g'', (h'')']" [g1, h']" 
onde 
~ ([(ggi)x, h'][x, h•]-1)-1 (19''x, (h'' )'][x, (h" )•]-1) (l91x, h'][x, h•]-1) 
~ ([x, h'][gg1x, h•]-1) (19"x, (h'' )'][x, (h" )']-1) [g"", (h"")']-1 19''x, (h'' )•] 
.[g" x, (h'' )'t1 [gg1x, h'][gg1x, h']-1[g"", (h"")'] ([g1x, h'][x, h't1) 
= ( ( sl)-/gglx,.(hgl )""]-1 [gg,x,h""ls2) [x,h"') ' 
s1 ~ 19"x, (h" )•]-1 · [g"", (h"")'] · [x, (h")'] 
s, ~ [gg1x, Wt1 · 19"", (h"")']· l91x, h']. 
Isto implica que s" E (S)IG,H•I. Agora, para y E H, observamos que 
(8.3) 
Novamente pelas identidades de comutadores, obtemos 
s'' ~ [gg~> h•]-''[g", (h")']'' 19h h']'' 
~ ([gg1, (hy )•]-1 [gg1, y']) ([g'', y']-1 19''' (h''y )']) (191, y•]-1 [g1' (hy )•]) 
~ (fgg1. (hyJ•J-1fgg1, Y'D fg'g1, (h"J'l fg' gr, (h"J'r1 [ (g•JI"I', ( (h'JI•·I'rJ . 
. [gL (h")'] 19!. (h')'J-1 [9''", (h''")T1 ([9", y•J-1 [9", (h"y )']) . 
. IYL (h'J'l rm. (h"J'r1 (l9~>1f'l- 1 19j, (hyJ'D (by (s.3JJ 
~ s,s,[9j, (h')']-1 s51 l9l, (h")']s61 
onde 
s, ~ [991' (hy )•]-! [991' y'] [9" gj. (h")'], 
s4 ~ [9' 91, (h')'r1 [(9')1"1', ((h')IY•i'rJ [91, (h")'], 
s, ~ 19'', (h''Yl'r1 19''. y'J 19''"· (h""l'J. 
ss = [91, (hy)']-1[g1, y'] [gf, (h')']. 
Assim, sY"" E (S) JG,H'*'J. De modo análogo verificamos que o conjugado de um elemento 
em S do tipo [g,(hh1)']-1[g,hf][g"•,(hh')'] por um elemento em G•H' está em 
(S)IG.H'l. Portanto, (S)IG.H'l :'! G • H'. Agora sejam 
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elementos de R. Então 
r = [g, h•]-'[g', (h')'] 
= [x, h'][gx, w]-1[g', (h')"] 
= [x, h•]s[x, h•]-1 
onde s = [gx,h•]-1[g', (h")'Jix,h•] (E S). Analogamente. 
r'= [g, (hy)'t1[g, y•j[g>, (h")'] (E S). 
Logo R Ç (S)JG,H'[ e (S)IG.H'I Ç (R)G•H'. Como (S)rc,H•J <:] G * H• nós temos 
(R)G•H• = (S)IG,H'l, e (8.2) está provado. 
G•H• 
De (8.1) e (8.2) segue que ry(G,H) = (S)JG,H•J e, oonseqüentemente, 
[G,H'] 
T(G, H) = (S)JG,H<[' 
Portanto, o homomorfismo 'Y do grupo livre [G, H•] sobre G 0 H tal que ([g, h'] h= 
g 0 h induz um epimorfismo a : T(G,H) ---t G 0 H. Por outro lado, a função 
(3: G 0 H~ T(G, H) definida sobre os geradores por (g z h)(3 = [g, h•] estende-se a 
um epimorfismo de G 0 H sobre T(G, H). Temos a{3 = lr(G,H) e (3a = la0 H. D 
A Proposição 8.3 pode ser reenunciada da seguinte maneira: 
Proposição 8.3' Existe um isomorfismo 
a:T(G,H)~G0H 
tal que ([g, h•]) a = g 0 h. 
Ellis e Leonard [lO] usam sua contrução de_grupo (G ~H) na elaboração de um 
algoritmo para calcular produtos t.ensoriais não abelianos de grupos finitos. Nossa 
G*-H 
opção por trabalhar com o grupo ry( G 1 H), ao invés de - 1-, deve--se a uma questão 
notacional. Em ~(G,H), se H age sobre G pelo homomorfismo e: H~ Aut(G), 
então gh é o elemento (g)((h)B), l!g E G, Vh E H, enquanto que gh• é o oonjugado 
de g por h"'. Assim, facilmente se diferencia a ação da conjugação (o que não 
ocorre em G~H). Isso irá facilitar o nosso trabalho, uma vez que estaremos lidando 
freqüentemente com elementos dos tipos (g)((h)B) e h- 1gh. 
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Proposição 8.4 (i) As seguintes relações acontecem para todo g, x E G and h, y E 
H: 
(a) [g, h•Jl•-Y'l ~ [g, h']"-'""~ [g, h•] I>-'>)'; 
(b) [g,h•J'""''_, ~ [g,h•]·-·· ~ [g,h']'"-'y')'; 
(c) [g-'g', y'] ~ [g, h•J-1[g, h']"'; 
(d) [x, (h-' h)']~ [g, h•]-"[g, h']; 
(e) [[g,h'],[x,y'IJ ~ [g-1g",(y-•y)']; 
(f) [[g, h•J, [x, y•]-1] ~ [g-'g', (y-'y")']. 
(ii) Existem homomorfismos de grupos>. : T(G, H) ~ G, p. : T(G, H) ~ H tais 
que ([g,h•])>. ~ g-1gh, ([g,h'])p. ~ h-9h; 
(iii) [(t)>., ((t1)p.)'] ~ [t, t1], para todo t, t1 E T(G, H). 
Demonstração. (i) (a) 
Ma.s 
e 
Portanto, 
Analogamente. 
[g, h']~·Y') ~ [g, h']"-•,-e,ye ~ 
= [gx-1' (hx-l)'+']Y-""xy'l' 
= [gx-ly-1' (hx-1y-1)'+']:J:Y"" 
= [gx-Iy-lxy, (hx-1y-1xy)'+'] 
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(b) 
Mas 
e 
Portanto 
(c) 
(pelas relações definidoras dery(G, H)) 
(por (a)) 
(por (a)) 
[g-1gh,yej ~ [g-1gh,yejh-'h' 
~ [(g-1g't'.(rrr 
~ [g-h-'g, (y'-')']'' 
~ [g_,_,, (y'-')']''"[g, (hyh-1)']'' 
~ [g-1, y']'-"'''[g, h-•]''[g, (hy)•]'-''' 
~ [g, y']_,-,,-.,,, [g, h•]-1[g, y'][g, h']'' 
~ [g' h"J-1[g, y•J-1 [g, h"][g, h•]-1 [g' y'] [g' h>']Y' 
~ [g, h•]-1[g, h']"' 
(d) é provado de modo análogo a (c). 
(e) 
[[g,h'],[x,y']] ~ [g,h•]-I[g,h•]l•.v"l 
~ [g,h•]- 1[g,h'](y-"vl' (por (a)) 
~ [g-1g', (y-"y)'] (por (c)) 
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(f) 
[[g, h'], [x, y']-'] = [[g, h'], [x-1 , y']"] 
= [[g, h'], [x- 1, (y")']] 
= [g-'g\(y-1y")'] (por (e)) 
(ii) Consideremos o subgrupo (livre) [G, H'] de G• H' e seja a: [G, H']-+ G tal 
que 
Para todo g, g1 E G e h,.h 1 E H temos 
( ([99,, h'])a r' · (19'', (h'' )'la) · (19" h']) a = ( (gg, J-' (gg, l' f' (g'T' (g" J'" g!' g~ 
= 9lh9-h991 (g-91) gh91g119~ = 
=g}hg-hgg-lghg~ 
=1 
Analogamente, 
(([g, (hh1)']) a)- 1 · ([g, (h1)']) a· ([l'. (h'')']) a = I 
Logo o: induz um homomorfismo 
onde 
s = { [gg" h'r' . [!f', (h")'] . [9,. h']. [9, (hh, )•]-' . [9, h f] · [g'•, (h'• )'] tal que 
g,g1 ,x E G \ {1}, h,h,y E H\ {1}} 
Como 
. [G,H•] 
T(G. H)= (S)JG,Hr]. 
identificando [g. h"'] com (S)[G,H"'l[g. h""] obtemos que À é um homomorfismo de T( G~ H) 
em U tal que ([g.h.;])>. = g- 1gh, para todos g E G' e h E H. O outro caso é provado 
de modo análogo. 
(iii) segue de (i) e (ii). O 
Observação. A Proposição 8.4 é também uma conseqüência imediata das Proposições 
8.3', 5.4 e 5.5. 
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9 As Séries Central Inferior e Derivada de G ® H 
Vamos denotar o subgrupo (g-1g' [g E C, h E H) de C por [C, H]. Este subgrupo é 
chamado derivado de G relativo a H. Observamos que se G e H são grupos agindo 
compativelmente um sobre o outro então [G, H] = Im>. enquanto que [H, G] = I mp,, 
onde ). e J1 são os homomorfismos da Proposição 8.4. O próximo resultado fornece 
algumas propriedades desses subgrupos. 
Proposição 9.1 (i) [C, H] é um H -subgrupo normal de C e [H, C] é um C-subgrupo 
normal de H. 
(ii) Pam todo i 2: 1 e j 2: O, 'Yt([C, H]) e [C, H]; são H -subgrupos normais de C e 
')';([H, C]) e [H, C]; são C-subgrupos normais de H. 
(iii) [C, H],= (T(C, H),)À e [H, C],= (T(H, C),)p. 
(iv) gi<)A = g(tle e hit)A = hi<le, para todo g E C, h E H, tE T(C,H). 
Demonstração. (i) Para todo g, x E G e h E H, temos 
pela compatibilidade das ações . Logo, [G, H] é normal em G. Além disso, para todo 
g E G. h,y E H 
e, portanto, [G, H] é um H-subgrupo de G. De modo análogo provdlllos que [H, G] é 
um G~subgrupo normal de H. 
(ii) Como ')';([G, H]) é um subgrupo caxa.cteríst.ico de [G. H] e (por (i)) [C, H] é mn 
H-subgrupo normal de G temos ··n([G, H]) um H-subgrupo normal de C. Os outros 
casos são análogos. 
(iü) segue do fato que [G, H] = (T(C, H))À, [H. C] = (T(G, H) )p e À, p. sãD homo-
morfismos de grupos. 
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(iv) Sejam g. x E G e y E H. Pela compatibilidade das ações temos: 
Além disso, 
= (xgx-1 )y-lxy 
= ix'_, g'_, x-,-•) "' 
= X- xY gY X-y X l -1 -1 -1 )' 
= x-Yxgx-1xY 
=g "'-lxY 
Logo, g([x,y""J).\ = g([x,y~"])it para todo g,x E G e y E H. Como r(G,H) é gerado por 
todos comutadores [x, y"'] com x E G e y E H e A, Jl são homomorfismos temos 
g (t)..\ = g(tl~-t, ~ E G t E (G H) ,g ' T ' . 
O outro caso é análogo. O 
Pela Proposição 8.3, o subgrupo T(G,H) (= [G,H•]) de 17(G,H) é isomorfo a 
G 0 H. Isto nos permite considerar G 0 H como um subgrupo comutador de 17( G, H) 
e usar as propriedades que conhecemos de comutadores. Usamos ESta técnica para 
obter uma descrição da série central inferior e também da série derivada de G 0 H. 
Teorema 9.2 (i) Parai ~ 2 o i-ésimo terrno da série central descendente de r(G, H) 
é dado por 
,,(T(G,H)) = ['y,_1 ([G,H]), [H.G]'] 
(ii) Para i 2: 1 o i-ésimo temw da série derivada de r( C. H) é dado por 
T(G, H),= [[G, H]i-J, [H, G[{_,! 
Demonstração. Primeiramente nós observamos que se [G. H: = 1 então pela Proposição 
8.4 (i)-( a) 
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para todo g,x E G, h,y E H. Portanto, T(G,H) é mn grupo abeliano e, ç..on-
seqiientemente, [H, G] (= lml') também. Assim, podemos assumir que [G, H] é não 
trivial. 
(i) Pela Proposição 8.4 (iii) 
[u, v]= [uÀ, (vi')'] 
para todo u,v E T(G,H). Como [G,H] = !mÀ e [H,GJ = lmJ', temos 
12(T(G,H)) = [I1 ([G,H]), [H,GJ']. 
Suponhamos, por indução sobre i 2: 2, que 
!;(T(G, H)) = [!,_, ([G, H]), [H, G]'] 
Então 
Assim, pela Proposição 1.2 (v) 
/i+J(T(G, H))= ([x, (vi')•, t]' I x E ,,_,([G, H]), v, tE T(G, H), z E [!,_1([G, H]), [H, G]']). 
Agora 
[x, (vl')e, t] = [([x, (vJ')•])A, (tM)'] (pela Prop. 8.4(iii)) 
= [x-1 x"", (ti' )•] 
= [x- 1x"', (ti'J•] (pela Prop. 9.1(iv)) 
Como [I;([G, H]), [H, G]'] <l ry(G, H) (pelas ProposiçÕ€8 8.1 (ii) e 1.2), temos 
[x, (v!')', t]' E [-y,([G, H]), [H, G]"i 
para todo x E ,,_1([G,Hj), v, tE T(G,H), z E [li-l([G, H]), [H, GJ']. Portanto, 
li+J(T(G. H)) Ç [i,([G, H]), [H, G]"] 
Por outro lado, 
b,([G, H]), [H, G]•] = ([[x, v À]. (IM)']' I x E /i-1([G, H]), v. tE T(G. H), g E 'Y;([G. H])) 
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Uma vez que li+! (r(G, H)) :'! ry(G, H) 
[[x, v !I], (ti')']'= [x-1x"\ (ti'J']' = [x, (vi')', t]' 
o qual pertence a /;+l(r(G,H)), \fx E ,,_,([G,HJ), v,t E r(G,H), g E /;([G,H]). 
Portanto, 
/;+1 (r(G, H)) = [f,([G, H]), [H, G]'], 
como queríamos. 
(ii) Para i = 1, temos 
r(G,H) 1 =12 (r(G,H)) = [[G,H], [H.G]'] 
Suponhamos então i 2: 1 e que 
r(G, H),= [[G, H]H, [H, G]f_,] 
Então 
r(G, H)i+l = [r(G, H);, r(G, H);] = [[[G, H],_,, [H, G]f_1], [[G, H],_,, [H, G]f_,J] 
e, portanto, pela Proposição 1.2 
onde X= {[g, h'] I g E [G, H],_1 , h E [H, G],_,J. Da Proposição 9.1 (iii) segue que 
[[G, H];, [H, Glfl = [(r(G, H);)À, ((r(G.H);)p)'] 
Logo. 
onde 
Y = {[t,u]!l I t,uEr(G,H),_1) 
Y1 = {([t, u]!l)' I t, u E r(G. H),_,) 
Agora sejam g, g1 E [G, H],_1 e h, h1 E [H, G],_ 1. Pela Proposição 9.1 (iii). existem 
t, t 1 , u, v 1 E T(G. H)i-l tais que 
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Temos 
[[g, h'], [gh hf]] g- 1g', (h)"h1)'] (pela Proposição 8.4(i)- (e)) 
((t)>.)-1 ((t)>.)(u)u, (((ul)Jl)-(t>)À (ul)Jll~l 
((t)>.t1 ((t)>.)(u)À, (((u1)p)-(tdu (u1)p ' (Prop. 9.1(iv)) 
= [([t, u))>., (([t1,u1])p)'] 
Isto mostra que 
[X, X] = [Y, Y,] 
Como [[G, H],, [H, Glfl <:] ~(G, H) (pelas Proposições 9.1 (ii) e 8.1) 
T(G H)· =[X X]~IG,H),~(G,H), = [Y Y]~IG,Hi<~(G,Hi< C [[G H]· [H G]'] 
l •+1 ' l 1 - l 11 ' • 
Da mema forma, 
[[G, H],, [H, G]fl <; T(G, Hhl 
Portanto, 
T(G,H)i+l = [[G,H];,[H,G]f], 
provando o resultado. O 
Do teorema anterior segue que se [G, H] é nilpotente (respectivamente solúvel), 
entãoG 0 H é nilpotente e cl(G 0 H) :S c!([G,H]) +I (respectivamente solúvel e 
l(G 0 H) :S !([G,H]) + 1). Vamos ver que algo semelhante ocorre no caso em que 
[G, H] é n-engeliano, e também a determinação do limite irúerior para cl(G 0 H) e 
l(G 0 H), em função da c!([G, H]) e l([G, H]), respectivamente. 
Thorema 9.3 (i) Se [G. H] é nilpotente de classe c então G ®H é nilpotente de 
classe c ou c+ 1. 
(ii) Se [G, H] é solúvel de comprimento derivado l então G 2 H é solúvel de compri-
mento derivado l ou l + 1. 
(iii) Se [G, H] satisfaz o n-ésima condi-ção de Engel então G g. H e [H, G] satisfazem 
a (n+ 1)-ésima condição de Engel. 
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Demonstração. (i) Suponhamos que [G, H] é nilpotente de classe c. Pelo Teorema 
9.2 (i) 
Portanto, T( G, H) é nilpotente de classe no máximo c+ 1. Vamos mostrar que sua 
c]a.c;se não pode ser inferior a c. Sejam M = bc- 1 ([G, H]), [H, G]<P] e a a restrição do 
homomorfismo À a M. É claro que !ma~ [r,_ 1([G, H]), [H, G]]. Mas, 
[/'c-1 ([G, H}), [H, G]] ~ ~g-lgh I 9 E /'c-i ([G, H]), h E [H, GJ) 
~ g-'git), I g E ,,_ 1 ([G, H]), tE r(G. HJ) 
~ g-1gi•P I g E 'Yc-r([G,H]), tE r(G,HJ) 
(pela Proposição 9.1) 
~ ,,([G, H]) 
Uma vez que a classe de nilpotência de [G, H] é c temos lc([G, H]) f {1} e, portanto, 
!ma I {1}. Assim, devemos ter M I {1}. Agora, pelo Teorema 9.2 (i) 
,,(T(G,H)) ~ b,_,([G,H]),[H,G]'] ~ M I {1} 
Portanto, cl(r(G, H)):>: c. Agora, o item (i) segue do isomorfismo r(G, H)"' G@ H. 
(ii) é provado de modo análogo a (i). 
(iii) Sejam u, v E T( G, H). Vamos provir por indução sobre 'i 2: 1 que 
[u,; v]~ [l(u)À,(i-1) (v).\], ((v)p)'] (9.1) 
O caso i = 1 é a Proposição 8.4 ( iii). Agora 
[u.l•+l) r] ~ [[u.; r]. v] 
- [liu)À,(i-t) (v).\],((v)p)'] ,v] 
~ [(u).\. 1,_, 1 (v).\]-'[(u).\,1,_') (v).\jl•·l",((v)ll)'] (l'rop.S.4(iii)) 
~ [ilrl)À.(i-1) (v).\].(v).\] ,((v)pJ'] (Prop.9.1(zr)) 
~ [[(u)À.; (v).\], ((v)p)'] 
Suponhamos que [G, H] satisfaz a n-ésima condição de Engel. Então. por (9.1) 
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para todo u, v E T(G, H). Portanto T(G, H) satisfaz a (n + 1)-ésima condição de 
Engel. Agora sejam h, h1 E [H. G]. Existem t, t1 E T(G. H) tais que h = (t)f.! e 
h1 = (t1)f.!. Temos 
Logo, [H,G] também satisfaz a (n + 1)-ésima condição de Engel. o 
Observação. Remltados semelhantes àqueles no Teorema 9.3 também foram obtidos 
por M. Visscher em [31]. 
Observação. Os itens (i) e (ii) do Teorema 9.3 generalizam o seguinte remltado que 
aparece em [5] 
Teorema 9.4 (i) Se G é um grupo nilpotente então G ·6 G também é nilpotente e 
cl(G')::; cl(G 0 G)::; c!(G') +1 
(ii) Se G é um grupo solúvel então G 0 G também é solút·el e 
!(G)- 1::; !(G 0 G) S !(G) 
Em em [5] Brôv.'ll1 Johnson e Robertson levataram as seguintes questões: 
1. Existe alguma caracterização de grupos nilpotentes G tais que cl ( G :::9 G) = 
cl(G') + 1 e de grupos nilpotentes G tais que c!(G ® G) = cl(G') ? 
2. Existe alguma earacterizaçâo de grupos solúveis G tais que l(G :&: G) = l(G) e 
de grupos solúveis G tais que !(G 0 G) = !(G) -1 ? 
M. Bacon e L.C. Kappe, em [2], provaram 
Teorema 9.5 Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Então G 0 G é abeliano. 
Uma outra contribuição ao Problema 1 é fornecida também por Bacon e Kappe. 
jnntamente com R. F .Morse em [3] 
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Teorema 9.6 Seja Tn o grupo nilpotente livre de classe 3 e posto n. Então T2 0 T2 
é abeliano e Tn 0 Tn é nilpotente de classe 2 para todo n 2:: 3. 
Este resultado sugere que a resposta para o Problema 1 depende não só da classe 
de nilpotência de G mas também do número de geradores de G. 
A seguir damos nossa contribuição ao Problema 2. 
Proposição 9. 7 Suponhamos que G e H são subgrupos normais de algum grupo M 
e que as açoes de G sobre H e de H sobre G se originam da conjugação em M. 
Temos 
(i) [c, c~]~ 1, V c E [G, H]; 
(ii) Se [G, H] é solúvel de comprimento derivado l 2: 1 e [G, H]l_1 é cíclico, então 
G 0 H é solúvel de comprimento derivado l. 
Demonstração. (i) Seja c E [G, H]. Então c tem a forma 
ondeg1 , ••• ,gn EG, h1, ••• ,/tn E H. Como as ações deG sobre H e de H sobre G 
são por conjugação em M, temos 
c= (!)À e c= (t)Jl 
onde t = [g1 ,hj'J ... [gn,h~] (E x(G,H)). Logo, pela Proposição 8.4 (iii) 
[c, c"]= [(t)À, ((!)JlJ'] ~ [t, t] = 1 
(ii) Suponhamos que [G, H1 é solúvel de comprimento derivado l 2:" 1 e que 
[G, HJ1_ 1 = (x). Pelos Teoremas 9.3 (ii) e 9.2 (ii). basta provarmos que o subgrupo 
comutador [[G 1 H]I-l· [H, G]f_1J de T(G, H) é tri\ial. l\las isto segue do fato que 
[IG,H],_1 ,[H,G]j_,J = (lx',(x')"JI i.j E zt) 
e, [x'. (x')"] = [x, x~J'i ~ 1. Vi, j E 7L (por (i)). O 
Como conseqüência deste resultado, temos 
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Corolário 9.8 Se G é solúvel de comprimento derivado l 2: 2 com 0 1_ 1 cíclico, então 
G ® G / solúvel de comprimento de1·ivado l - 1. 
Não é verdade que para todo grupo solúvel G temos l( G® G) = l(G) -I. A seguir 
damos exemplos de grupos solúveis G tais que l(G 0 G) = l(G). 
Exemplo. Seja G um grupo abeliano não trivial. Pela Proposição 5.6 
o qual é abeliano não trivial. 
Exemplo. O grupo alternado A4 é solúvel de comprimento derivado 2 e l(A4 ®A4 ) = 
2, pois .44 ® .44 "< Q2 x !Z3 (conforme [5]). 
10 Nilpotência de ry( G, H) 
Vimos na seção 6 que se G é um grupo nilpotente (respectivamente solúvel)~ então v(G) 
é nilpotente (respectivamente solúvel). Veremos a seguir que se G e H são solúveis, 
ent.ão ry(G, H) também é solúvel. 
Proposição 10.1 Se G c H são grupos solúveis então ry( G, H) é solút'el e 
/(ry(G. H)) $l(G) + l(H) + 1. 
Demonstração. Uma vez. que 17( G. H) = T( G, H)GH<P, temos 
'I(G. H)"' G X H; 
r(G,H) 
I G 11 · 1' · ry( G, H) ' b. I. I ~ogo.sf' e- saogrupossouvcJs, T(G,H) etam emsouvE' e 
I (;i~ zn $ max{/( G), /(H)} 
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Pelo Teorema 9.3 (ii), T(G, H) é também solúvel e 
i(T(G.H)) :':: m;n{i([G,H]),i([H,GJ))+ 1 :':: m;n{I(G),i(H)} +I. 
Portanto, ry(G, H) é solúvel e 
l(ry(G, H)):<:: I(G) + I(H) +I. c 
Exemplo 1. Consideremos o grupo ry(C3 ,C2 ), onde C3 = (a[a3 ), C2 = (b[b2), C3 
age trivialmente sobre c2 e c2 age sobre c3 por ab = a.-1. Temol'i 
[a,b',b'] = [a-'a',b'] (pela Proposição 8.4 (c)) 
= [a-'a-',b•] 
= [a,b'] 
De um modo geral vale: 
Vn ?:. I 
( 10.1) 
Agora, do exemplo 1 da seção 5 conclui mos que [a., b""] -1- 1. Logo, ry( C3 , C2 ) não é 
nilpotente. 
O exemplo anterior mostra que nilpotência de G e H não implica nilpotência de 
ry(G, H). Isto ocorre porque os termos da série central inferior dependem das ações 
de G sobre H e de H sobre G (como pode ser visto em (10.1)). Assim, precisaremos 
impor a.lgumas condições sobre essas ações. 
Para g E G, h E H colocamos [g,0 h.] := g-1 , [g, 1 l1: ·- g- 1g" c para i> 1, 
[g.i+J h]:= [[g., h], h]. 
Diz;emos que a açã.o de !I sobre G é n-eugeliana (à direita) ,c;e [g,11 h]= 1. Vg E G. h E 
H. Em particular, se G = 11 e a ação f> conjugaçà.o em G ent.ào a ação n_-engeliana 
(à direita) coincide com a n-ésima umdição de Engel. 
Proposição 10.2 Sejam G = Cn = (gl_(/) c H= C.,= \hlh"'). Suponhamos qut o 
grupo H agf .sobre G por 
ondf 1 S r S n- 1. mdc(1·,n) = 1 f tal qut fXist.e k E IY dr_ m.odo qut nl(r -l)k. 
F.'ntâo a ação rif H sobre G i k-engfliana .. 
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Demonstração. Sejam O ::; i ::; n - 1 e O ::; j ::; m - 1. Vamos mostrar por indução 
sobre l ~ 1 que 
Parai~! 
Suponha que l ~ 1 e que ( *) é verdadeiro. Então 
[g' "+1 h'] ~ [[g' ,, h'], h'] 
= [gi(rJ~I) 1 .hi] 
Em particular, para l = k 
= g~i(rJ~I)1 (gi(ri~I) 1t1 
= g-i(rj_I)Jgrii(ri-1)1 
= gi(ri~l)I+I 
uma vez que o(g) ~ n e n](r -1)'. Logo, [x,,y] ~ 1, para todo x E G e y E H e, 
portanto, a ação de H sobre G é k-engeliana. O 
Exemplo 2. Sejam G ~ D 4 ~ (x, y]x4 , y2 , (xy)2 ) e H~ C,~ (h]h 2). Suponha que 
H age sobre G por 
Os elementos de G são da forma xiyi com OS: i::; 3 e O::; j S: 1. Como x4 = 1 
Também para i E {1, 2: 3} temos 
Como y- 1xy = x~t, temos para i E {1, 2, 3} 
[x'y, h, h] ~ [y- 1x-'(x'y)', h] 
~ [y- 1r'x-'x2y, h] 
~ [x'l'-''· h] 
= x-2(i-l)(xh)2(i-l) 
= x-2(i-l)x-2(i-l) 
~1 
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Logo, [a, 2 b] = 1, 'r:fa E G, Vb E H e, portanto, a ação de H sobre G é 2-engeliana. 
Sejam [G,0 H] :~ G, [G, 1 H] :~ [G, H] e, para i 2: 1, [G»+1 H] :~ [[G,; H], H]. 
Definição. Dizemos que a ação de H sobre G é n-nilpotente (à direita) se [Gm H] = 
{1 }. 
Exemplo 3. Se G é um grupo nilpotente de classe n, então a ação de G sobre si 
roe;mo por conjugação é n-nilpotente. 
Exemplo 4. Sejam G e H grupos como na Proposição 10.2. Vimos lá que 
Assim, para todo O::; i :S n- 1, 1 ::; j 1 :S m- 1, l = 1, 2, · · ·, k 
k 
k 
•il(r'' -1) 
= g l=l 
k 
•II(r- 1)''(rÍ'-1 +··.+r+ 1)'' 
= g 1=1 
= gi(r-l)kc 
L(jtl- k , 
onde c~ (r- 1)1~1 Il(r''-1 +···+r+ 1)". Como gn ~ 1 e nl(r- 1)k, temos 
1=1 
para todo O :S i :S n- 1, 1 :S j 1 :S m- 1, l = L 2. · · ·, k. É claro que se j 1 = O para 
algmn 1 :S / :S k, então 
Portanto a ação de H sobre G é k-nilpotente. 
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Proposição 10.3 Se a ação de H sobre G é n-engeliana {resp. c-nilpotente), então 
[G, H] satisfaz a n-ésima condição de Engel (resp. é nilpotente de classe no máximo 
c). 
Demonstração. Sejamg,x1, • • ·, Xc E [G, H]. Como [G, H] = lmÀ, existem t1, ···,te E 
T(G,H) tais que x, ~ (t,)>., i~ 1,2, .. ·,c. Pela Proposição 9.1 (iii) 
e, por indução 
Logo, se a ação de H sobre G é c-nilpotente, então [G, H] é nilpotente de classe no 
máximo c. Analogamente, se a ação de H sobre G é n-engeliana então [G, H] satisfaz 
a n-ésima condição de Engel. O 
Como consequência deste resultado e do Teorema 9.3, temos 
Corolário 10.4 Se a ação de H sobre G é n-engeliana {resp. c-nilpotente), então 
G@ H satisfaz a (n + l)~ésima condição de Engel (resp. é um grupo nilpotente de 
classe no máximo c + 1). 
Mais adiante daremos as condições sobre G e H suficientes para ry(G) H) ser nilpo-
tente. Para isso. precisaremos do seguinte lema técnico. 
Lema 10.5 Sejam g E 'Yi(G), h E 1;(H), x E G, y E H e escrevamos 
Então 
(i) [[g, h'], [x. yCjj E Cij ; 
(ii) [g, h'J' ~ [g, h'] [g, [h,x]'] (mod C;;): 
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(iii) [g, h']"'= [g, h'] [[g, y], W] (mod C;;); 
(iv) [g, h']""'= [g, h'] [g, [h, x]'J [[g, y], h'] [[g, y'], [x, h•J-1] (mod C;;). 
Demonstração. (i) Pelas Proposições 8.4 (i), 9.1 (iii) e identidades de comutadores, 
obtemos 
Disto segue que 
[[g, h'], [x, y'IJ = [g, h•]-1 [g, h•JI•.Y'I 
'·''i [ ''] gh' = [[x-1xY, g-1], h']'"' [x-1xY,g-1J, [y-•y, h-1]• , 
. [g, [y-"y, h-11'( 
Agora como C;j <Jry(G, H) (pela Proposição 8.1 (ii)), segue que [[g, h•J, [x, y']] E C;,. 
(ii) Das relações definidoras de ry(G, H), temos 
[g, h']" = [g", (h")'] 
= [[x, g-1] g, (h")'] 
= [[x,g-1], (h")']' [g, (h")'] 
_ [g, (h")'] (mod C;;) 
= [g, (hh-W)•] (mod C;;) 
(pelas identidades de comutadores) 
= [g, (h-1h")'] [g, h']l'-'"1' (mod Cu) 
= [g, [h,x]'] [g, h'][x.h'l·' (mod C;;) (pela Propos. 8.4 (i)·(b)) 
- [g, [h, x]'] [g, h'] [g, h'r1 Í9· h•]1"·''l-' (mod C;,) 
_ [g, h'] [g, [h, x]"] [[g, [h, x]"], [g, h']] [[g, h'], [x. h']-1] (mod C;,) 
= [g, h'] [g, [h,x]"] (mod C;j) (by (i)). 
A prova de (iii) é análoga a (ii) 1 enquanto que a de (iv) segue de (ii) 1 (iii) e 
ProposiçãD 8.4 (i)·(!). O 
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Teorema 10.6 Sejam G e H grupos nilpotentes de classes a e b respectivamente. 
Suponha que a ação de H sobre G é l-Engeliana e que a ação de G sobre H é k-
E l . Et" ry(G,H) t·' ,. d·-dE l (2 ngezana. nao T(G,H)' sazsJazan-eszmacon zçao e nge paran=c+ c-
l)m, onde c= max{a,b} em= max{l,k}. Em particular, se além disso G e H são 
grupos finitamente gerados, então TJ( G, H) é nilpotente. 
Demonstração. Primeiramente notamos que pela Proposição 8.1 (ii), ['Y,(G), 'Y;(H)Cj<] 
ry(G,H), para todo i,j 2': 1. Sejam u,v elementos de TJ(G,H) e coloquemos c= 
max{a, b} em~ max{l, k }. Vamos provar por indução sobres 2 O que 
(10.2) 
Paras~ O observamos ry(G, H) ~ T(G, H)GH• implica 
. (ry(G,H)) _ Ass1m 'Yo+l T(G,H) ~ I e, portanto, [u"v] ~ lmod (T(G,H)). 
suponhamos s 2: O e que (10.2} é verdadeira. Então [u,c+sm v] tem a forma 
Agora 
s+l r; 
[u"Hm v]- Il Il [g,, hi,] (mod T(G,H)'), 
~=1 t=l 
onde 9it E li(G), hit E 'i's+2-i(H),l ::; t :S: ri, 1 ::; i ::; (s + 1). Podemos escrever 
v (E ry(G,H)) como v~ zxy', onde z E T(G,H),x E G e y E H. Assim, usando 
que T( G, H)' :9 TJ( G, H) e as identidades de comutadores, obtemos 
[u,c+sm+l v] = [u,c+sm v, v] 
= [;u:,b, [9,,hf.] ,zxy'] (moctT(G,H)') 
= [:u: ,b, [g,, hf.] , xy' l [,~ltbl [g;, hf.], f' (mod T(G, H)') 
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- [:u: Jt [g;., hf.], xy' l (mod T(G, H)') (pois z E T(G, H)) 
•+1 ,, [ ']-1 [ ']"'' ( d (G )') n l1 g,, h,, g;, h;, mo T ' H 
t=l t=l 
= :u: .t\ [g;, h f. r [g;, h f.] [9in [h;,, X n [ [g;., yj, h f.] [ [g;, y'], [x, h f. n 
( mod T( G, H)' :u: ([li+ 1 ( G), 1•+2-;(H)'] [I;( G), 1•+2-i+1 (H)'])) 
(pelo Lema 10.5 (iv)) 
- •+1 '• ' [ '] ~ [1 !1 [g,, [h,, x] ] [g,, y], h,, 
i=l t=l ( 
~2 ) 
mod T(G, H)' .']
1 
[T;(G), l~s-;(H)'] 
Agora usando, passo a passo, argumentos análogos aos da prova da identidade 
anterior e a Proposição 8.4 (i)-(f) mostramos (por indução sobre j ::> 1) que 
[u"+•m+j v] - :u: .t\ [g;, [h,,,; x]'J [[g;,,; y], hf.] 
( mod T(G, H)' :u: [T,(G), l~s-;(H)']) 
Em particular, se j = m então 
[u,l•+(•+l)m) v]= 1 ( mod T(G, H)' g [1;(G),I(•+1)+2--i(H)']) 
urna vez que [h,m g] ~ [g,m h] = 1, \lg E G, h E H. Assim, (10.2) acontece para todo 
s 2: o. 
Finalmente, observamos que se s = 2c - 1 então s + 2 - i 2: c + 1 sempre que 
i ~ c. Conseqüentemente 
[u.(•+(2o-1)m) v] ~ 1, 
~(G, H) 
e, portanto, T(G, H)' satisfaz a n-ésirna condição de Engel para n =c+ (2c- l)m. 
Se, além disso, G e H são grupos finitamente gerados, então 'T}tG, H? é um grupo 
T G,H' 
engeliano solúvel finitamente gerado. Logo, pelo Teorema 1.3, ;(~,' :;, é um grupo 
nilpotente. Como, pela Proposição 9.2, T(G, H) é também nilpotente, segue pelo 
Critério de Hall (Teorema 1.4) que ry(G, H) é nilpotente e o teorema está provado. 
o 
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Teorema 10.7 Sejam G c H grupos nílpotwi.es de classes a and b respectivamente, 
tais que a ação de H sobre G é l-nilpofenle e a ação de G sobre H i k-nilpotente. 
Coloquemos c= max{ a, b}, m = max{l, k}, n =c+ (2c-l )m e s = 1 +min{ a, b, k, l}. 
Então 17( G, H) é um grupo nilpotente e sua classe não é maior que nCs+l ,2 - C9 ,2 • 
Demonstração. Utilizando argumentos análogos àqueles usados no resultado anterior 
ry(G, H) ' 'I d I ' , P I provamos que T( G, H)' e m potente e c asse no max1mo n. e o Teorema 9.2 e 
Corolário 10.4 T(G,H) é nilpotente de classes. Portanto. ry(G,H) é nilpotente e 
sua classe não é maior que nCs+l,Z- Cs,z (conforme Teorema 1.4). D 
Os limites que se obtém para a classe de nilpotência e para o comprimento derivado 
de v(G) (= ry(G,G)) através do Teorema 10.7 e Proposição 10.1, para o caso par-
ticular em que G = H e as ações são por conjugação, são maiores do que as cor-
respondentes limitações dadas pelo Teorema 6. 7. Cabe observar, entretanto, que o 
caso geral aqui em foco não contempla relações que são verdadeiras em v( G). Por 
exemplo, a relação 
[x,y"',z] = [x,y,z"'] = [x,y"',z"'], Vx,y,z E G 
em geral não faz sentido em ry(G, H). 
Por ·outro lado, vemos a seguir que as propriedades de v(G) apresentadas pelas 
Proposições 6.6, 6.10 e 6.11 se estendem para ry(G, H). 
Proposição 10.8 Suponhamos que a: G ---t A 1 f3: H ---t B são homomorfismos de 
grupos c que o, j] preservam as ações. Enfào 
(i) Existe um homomorfismo'): ry(G, H)--> ry(.4, B) tal qae g >-+ gn, h'>-+ (hf3)''; 
(ii) Se o: e .B são sobrejelores então 1 também é e 
(a) Nuq =(Naco, (Nuc(J)')[Nllco, H'][G, (Nuc3)']; 
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(b) Se 1' é a t'cstrição de 1 a T(G, H), então a seguinte seqüência de grupo-" 
c c:rata: 
1 -+[Nuca, H'][G, Nuc;J']-"4 T(G, H) 2., T(A, B)-+ 1 
Demonstração. Sejam o : G --+ A: j3 : H --+ B homomorfismos que preservam as 
ações. Observamos que o,/3 induzem um homomorfismo cr: G *H'~'--+ 17(A, B) tal 
G * H'P 
que g c-> ga, h' c-> (h;JJ". Uma vez que ry(G, H)= (R)G•H', onde 
R= {[g, h'r' · [g", (h')'), [g, h')-Y' · [g', (h')'][ g, x E G, h, y E H}, 
é suficiente mostrarmos que R Ç Nuc(a). Para todo g, x E G e h E H, temos 
([g', (h")'])<7 = [(g")a, ((hx);J)''] 
= [(ga)"", ((h;J)"")"J (pois ;J preserva a ação) 
= [ga, (h;J)'']"" (pelas relações definidoras de ry(A, B)) 
= ([g, h']")<7 
isto é, [g, h']-x · [g', (h")'] E Nuc(<7). Analogamente [g, h']-•' · [g', (h')'] E Nuc(<7) 
para todo g E G e h, y E H. Portanto, R ~ N ucu e u induz um homomorfismo 
1 • ry(G.H) --t ry(A,B) tal que g >-+ ga, h'>-+ (h;J)''· 
(ii) Suponhamos que os homomorfismos o, f3 são sobrejetores. E claro que, neste 
caso. 1 também é sobrejetor. 
(a) Escrevemos M =Nuca e N = Nucjl. É fácil ver que K = (M, N')[M, H'][G, N'] 
está no núcleo de f· Além disso, K:::! 77(G, H), pois M é um H-subgrupo normal de 
G e iY é um C-subgrupo normal de H. Logo. 1 induz um epimorfismo 
- (G H) 1• ry ~ --t ry(.4. B) 
tal que Kg 1--1 go, Kh'P r--+ (hf3)11·. Mostraremos que l· admite um homomorfismo 
inverso. Sendo o e ,B sobrejet.ores, para cada a E A e b E B existem 9a E G e hr. E I1 
tais que 
Assim definimos 
6 • A u B' -t '7(G.H) K 
1--------+ h' 9a 
1--------+ h' h b 
Uma vez que M = Nuca Ç K e N = Nuc/3 Ç K, () está bem definida. As re-
strições de () a A e a B são ambas homomorfismos, de modo que existe um único 
homomorfismo{)* do produto livre A* B a 1l(c;:H) estendendo O. Corno 
temos, 
Analogamente, 
Portanto, ()* induz um homomorfismo 
O: ry( A, B) -+ ry( G).; H) 
b) Seja i' a restrição de')' a T( G, H). Sendo a e f3 sobrejetores, i' é um epimorfismo 
de 7(G,H) em 7(A,B), tal que [g,h'] >-> [ga,(hiJ)'], Vg E G. Vh E H. Uma vez 
que L= [M, H'+"][ C, N""] Ç Nuc'),t e é normal em [G, H""],'"/ induz um epimorfismo r' 
de [G, H""]/ L sobre T(A, B). Como em (a), mostramos que existe um homomorfismo 
v · 7 (A B) --; '-'7 (c::::Gc..:, H:.L) 
. , L 
tal que [aY'] e-+ L[g", hrJ, onde g" E G, h, E H são tais que (go)o =a, (h,)iJ = b. 
Logo, 1' é urn isomorfismo e, conseqüentemente, a seguinte seqüência é exata: 
' ' 
1 --+ [Nuca, H'][G, Nuc!i"J -""; 7( G, H) ..::0... r(.4. B) --+ I o 
Lema 10.9 Srja.m g um elemento de G e h um ehmr.nlo de H. Ternos: 
(i) Se [g, h]= I então [g, (hnVJ = [g, h']n, para todo n E if. Conseqüentemente. se 
h é um dnm:nto de torção de ordem o( h), então o([g. h""]) I o( h); 
(ii) Se [h,g] = 1 então [gn,h'~'] = [g,h""]n, para todo n E ?L. Consf-qÜeni.emenfc se 
g é um elemento de torção, então o([g, h']) J o(g). 
56 
Demonstração. (i) Se [g1 h] = 1 então gh = g. Daí1 pelas identidades de comutadores, 
[g, (h')'] = [g,h'Jig,h']'' 
= [g,h•][g',h•] (pelas relações definidoras dery(G,H)) 
= [g, h'Jig, h'] 
= [g, h']' 
Por indução, mostramos que [g, (hn)'""] = [g, h10 ]n, Vn 2:: O. Para n < O, observamos 
que 
Portanto, [g, (h")'] = [g, h']", 'In E ~-
(ii) É provado de modo análogo a (i). D 
Proposição 10.10 Sejam G = P X M e H = Q x /\' produtos diretos de seus 
Bubgrupos normais P1 M e Q, N 1 respectivamente. Suponhamos que P, M são H-
subgrupos de G e que Q, N são G-Bubgrupos de H 1 de modo que as ações de G e de 
H induzem ações de P sobre Q, Q sobre P, M sobre N t de N sobre M. Então 
(i) Se Q é M -trivial e P é N -trivial 
ry( G, H) = (P, Q') [P, N'JIM, Q'] (M, N'); (P, Q') "' ry(P,_Q) 
(ii) Se G e H são grupos finitos tais que mdc([Q[, [M[) = mdc([P[,[N[) = I, Q e 
.A1 agem trivialmentt um sobn o outro e P, N analogamente, então 
(a) ry(G. H)= (P, Q") (M, N'); (P, Q')"' 'I(P, Q); (M, N•) "'ry(M, N); 
(b) r(G,H) "'r(P.Q) X r(M,N). 
Demonstração. (i) Pela Proposição 8.1 os subgrupos [P, Q"]. [P, N•]. [M, Q'], [M, N"[ 
são todos normais em 17( G, H). Com isso, 
r(G,H) = [P x M,Q' x N"] = [P,Q'] [P,N'][M,Q'JIM,N'] 
.j( 
e, assim, 
ry(G,H) =r(G,H)GH' 
= [P,Q•][P,N'j[M,Q•][M,N•j(P X M). (Q• X N') 
= (P, Q•) [P, N'JIM, Q•j (M, N'). 
Sejam a : P x M --+ P, {3 : Q x N --+ Q os epimorfismos canônicos. Uma vez que 
N age trivialmente sobre P, temos para todo p E P, mE M, q E Q e n E N que 
Logo o: preserva as ações. Analogamente, f3 preserva as ações. Assim, pela Proposição 
10.8 existe um epimorfismo 
7: ry(G,H)-+ ry(P,Q) 
tal que (gh = p, (h'h = q> se g = pm com p E P, m E M, e h = qn, com 
q E Q, n E N. A restrição llre,oe> de 7 ao subgrupo (P, Q•) vai sobre ry(P, Q). Por 
outro lado, as inclusões P --+ G, Q --+ H também induzem um homomorfismo 
e: ry(P, Q)-+ ry(G, H) tal que p >-> p, q* >-> q'. É claro que 
e 
Portanto, (P,Q')"' ry(P,Q). 
(ii)-(a) Uma vez que mdc([PI, IN I) = 1 e N .age trivialmente sobre P temos pelo 
Lema anterior que [P, N""] = 1. Analogamente. [M, Q""] = 1. Agora a parte (i) 
implica 
ry(G, H)= (P, Q') (M. N') 
onde (P, Q'~') ~ r1(P, Q). Como também M é Q-trivial e[\' é F-trivial temos (também) 
por (i)) que (M, N•) "'ry(M. N). 
(b) Uma vez que [P,N'] = [M,Q'] = 1 temos 
r(G, H)= [P, Q'] [M. N'] 
Vamos verificar que isto é um produto direto. SetE [P, Q-P] n [Jf, N 10], então 
' 
t = II IP•, q{J" e 
;=1 
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ondep; E P, q; E Q, Ei = ±1, i= 1, ... ,remj EM, nJ E N, Ój = ±1, j = l, ... ,s. 
Desta forma 
' (t),\ = I1 (Pi 1P1')" E P e 
•=i 
Sendo P n M = {1} temos [P,Q'] n [M,N'] = {1}. Além disso, setE [P,Q'] e 
t1 E [M, N'], então pela Proposição 8.4 (iii) 
[1,1 1] = [(t).\,((t1)p)'] E [P,N'] = {1} 
Logo, [[P, Q•], [M, N']] = {1}. Portanto 
T(G, H)= [P, Q'] X [M, N'] 
e, agora, a parte (b) segue de (a). O 
Nosso interesse agora é obter uma decomposição de ry(G, H) e de T(G, H) 
semelhante a que foi obtida no resultado anterior para o caso em que G e H são grupos 
nilpotentes finitos agindo nilpotentemente um sobre o outro. Para isso, precisaremos 
do seguinte lema, cuja demonstração pode ser encontrada em [12]. 
Lema 10.11 Seja p um primo. Se A é um p'-grupo de automorfismos do p-grupo 
finito P, então 
[P,A,A] = [P,A] 
Em particular, se [P,A,A] ={!}então A={!}. 
Sejam P um p-grupo finito e Q um p'-grupo finito. Suponhamos que seja dada 
uma ação de Q sobre Peque(): Q--+ Aut(P) seja o homomorfismo representando 
esta ação . É claro que 
Nuce = CQ(P) = {h E Q I g' = g, 'lg E P} 
e. portanto, QjC é um p'-grupo de automorfismos de P, onde C 
Teorema 10.11 
Assim, se [Pm§] 
temos o seguinte 
{1} para algum n?::: l, então§ 
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{I}. Conseqüentemente. 
Lema 10.12 Se P é um p-grupo finito e Q é um p'-grupo finito tal que a ação de Q 
sobre P é nilpotentc então Q age trivialmente sobre P. 
Suponhamos que G e H são grupos nilpotentes finitos e que as ações de H sobre 
G e de G sobre H são nilpotentes. Podemos escrever G e H como 
G = P1 X.·· X Pr X Pr+l X··. X Pm, 
onde P; é o Pi·subgrupo de Sylow de G, i = 1, 2, ... , m , Qj é o Qrsubgrupo de Sylow 
de H, j = 1, 2, ... , n, Pk = Qk para k = 1, 2, ... , r e Pk i Q1, r < k S m, r < l S n. 
É claro que cada Pi é um H-subgrupo normal de G e que todo Q1 é um C-subgrupo 
normal de H. Assim, as ações de G sobre H e de H sobre G induzem ações de Pi 
sobre Qj e de Qj sobre P;, para todo i,j. Além disso, pelo lema anterior, Pi e Qj 
agem trivialmente um sobre o outro sempre que p; #- Qj. Assim, usando a Proposição 
10.10 (iii) e indução, obtemos 
Proposição 10.13 Sejam G e H grupos nilpotentes finitos (como em (*))tais que 
a.s ações de G sobre H e de H sobre G são nilpotentes. Então 
(ii) r(G,H) ~ r(hQ!) x ... x r(P,,Q,) 
Em particular, se r O, isto é, se mdc( IGI , IH I) 1 então ~( G, H) ~ G x H~ e 
r(G,H) = {1}. 
Vimos na seção 7 uma cota dada por Ellis e Mcdermott (Teorema 7 .2) para a 
ordem do produto tensorial não abeliano de grupos df' ordem potência de primo. 
Csando aquele resultado, juntamente com a última proposição acima, obtemos a 
seguinte 
Proposição 10.14 Sejam G e H grupos nilpotentes tais que as ações dt G sobn H 
e de H sobre G sâo nilpotentes. Temos 
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(i) Se mdc(IGI,IHI) =I então lry(G,H)I = IGIIHI e lr(G,H)I = 1; 
(i i) Se mdc ( IGI, IH I) = p~ 1 ••• p~r, p1 , ••• ,pr números primos distintos, P; e 
Q; são os p;-subgrupos de Sylow de G e H,respeciivamente, tais que P; é 
um grupo d;-generado de ordem p'/', Qi é um grupo c;-gencrado de ordem 
p';'', IP,Q,I!IPiQ, n <I>(P;)I = p;•, "' = "IP, e v,= viQ,, i = 1,,,, r, então 
11 
' 
IG ® Hl <[I K n,m,-(k,+n,-d,Jim,-o,) - ,pl 
i= I 
e 
' lry(G,H)I :S IGIIHI rr K,p7'm,-(k,+n.-d,)(m,-co) 
onde K, = IH1(P,, Nucv,)IIHI(Q,, Num,)IID(Num,,Q,)IID(Nucv,, P,)l, 
Quadrados Tensoriais 
pos Solúveis Finitos 
-na o Abelianos de Gru-
Os quadrados tensoriais não abelianos foram determinados em [5] para várias classes 
de grupos. Citamos, a seguir, alguns desses cálculos: 
Proposição 11.1 Se G é um grupo livre, então 
G iil' G "' C! x f( G"0 ), 
onde r é o Juntar de Whitehead descrito na seção 4· 
Proposição 11.2 Se G é um grupo perfeito, então G@G i o gr·upo de recobrimento 
de G. 
Sejam Qn = (x, y I :r r' = i/. :rY = x- 1 ) o grupo quaterniônico de ordem 4n e 
Dn =(a, b I a.2 = 1, bn = 1, bu = b- 1) o grupo diedral de ordem 2n. 
Proposição 11.3 
~4 X ~n se n é ímpar. 
;g;2 X ;g;2n X Zll+k X ~2 se n = 4r + k. onde k = O ou k = 2. 
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Proposição 11.4 
~2 X ~n 
~2 X ~n X ~2 X ~2 
n lmpm·, 
n par. 
Em [24] e [10] foram encontradas cotas para a ordem do produto tensorial nao 
abeliano de grupos de ordem potência de primo (como vimos no Corolário 6.13 e 
Teorema 7.2). Na seção 10 a limitação dada pelo Teorema 7.2 foi estendido para os 
produtos tensoriais não abelianos de grupos nilpotentes finitos agindo nilpotentemente 
um sobre o outro (Proposição 10.14). Nesta seção obteremos um limite para a ordem 
do quadrado tensorial não abeliano de um grupo solúvel finito e veremos alguns 
exemplos de quadrados tensoriais, cujas ordens atingem este limite. 
Seja G um grupo. A conjugação em G induz ações compatíveis entre os termos 
da série derivada de G, de Gi sobre Gj e de Gj sobre Gi, para todo i,j 2': O. Assim, 
o produto tensorial não abeliano G; ® G3 está definido para todo i,j 2': O. 
Lema 11.5 Sejam G um grupo finito e i,j 2: O com i> j. Então 
(i) Existe uma seqüência exata 
onde [G;,G;) e [G;+l,Gj] são subgrupos de T(G,G;); 
Dnnonsimçâo. Sejam i,j 2': O com i> j c definamos 
0: ~ 
G;h 
G 
o automorfismo de G~ tal que 
62 
Se h, h 1 E Gj são tais que G;h = G;h1 então h 1 = ch com c E G;. Daí, para todo 
g E G;, 
= G;+t gh 1 ) 
~ Gi+I g"') 
= Gi+l ghg-hgch) 
~ G;+I g'[g, c]') 
= Gi+I9h 
~ (Gi+I9) 0, 
Logo () está bem definida. É claro que () é um homomorfismo de grupos. Assim, 
G G 
temos uma ação de - 1 sobre -'- dada por 
G; Gi+t 
)G,h G ( ') (G;+t9 = i+t 9 
para todo g E G; e h E Gj. Também, a conjugação em G induz ação trivial de GG; 
i +I 
G 
sobre G~ uma vez que para todo g E G; e h E G1 
G;(h') ~ G;(hh-'h') ~ G;h[h,g] ~ G,h 
G ~ Como ~G' 1 é um grupo abeliano agindo trivialmente sobre G·, essas a.çoes sao 
1+1 J1 
compatíveis. Consideremos os seguintes epimorfismos canônicos: 
Para t<Xlo g E G; e h E Gj 
e 
(h')f3 ~ G;(h') ~ G;h ~ (G;h) 0 '+'' ~ (hf3)'" 
Logo. ü e fJ preservam as ações. Assim, pela Proposição 10.8, existe um epimorfismo 
tal que g~( = go, (h"" h= (h/3) 1', g E G;, h E Gj. Além disso, se'"/ é a restrição 
de í a. T(G,,Gj), então a. seguinte seqüência de grupos É' exata 
1 ___, [G,G:'JIG,+,,G)'J-""> T(G;,G;)..:!... T (c:b, ~;) ___, 1 
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(ii) É fácil ver que os subgrupos [G;,GrJ e [G;+ 1,Gj] são imagens epimórficas de 
G; 0 G; e Gi+I 0 Gil respectivamente. Assim, de (i) e Proposição 8.3, temos 
Agora como G'[b é um grupo abeliano e age trivialmente sobre Gi/Gi, a Proposição 
5.8 implica G'fb@ ~ ~ Gib@ .z[~] I(~) , provando (ii). D 
Lema 11.6 Sejam G um grupo finito e i 2: O. Então 
(i) Existe uma seqüência exata 
(ii) IG; 0 G;l <:: jGf' 0;., Gf'jiG;+, 0 G;l. 
Demonstração. (i) Consideremos o epimorfismo canomco rr G; --+ G'fb. Pela 
Proposição 10.8, rr induz um epimorfismo 
1: ~(G;,G;)--> ~ (Gf',Gf') 
e se '")'1 é a restrição de 1 a (Gi,Gi), então a seguinte seqüência de grupos é exata 
Vamos mostrar que [Gi, G;'+ 1 ] Ç [G;+l, G;']. Daí obteremos 
Como G; age sobre si mesmo por conjugação, as seguintes relações acontecem em 
~(G;, G,) (veja Proposiçào 6.5) 
[x,y',z] ~ [x,y,z'] ~ [x,y',z'] 
[x',y,z] ~ [x',y,z'] ~ [x',y".z] 
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(11.1) 
(11.2) 
Pela Proposição 1.2 
[G,, ar.1J = ([x, [y, z]']' I x, y, z E G,, c E Gi+1) 
Agora, para todo x, y, z E G; e c E G;+1 
[x, [y, z]']' = [y', z', x]-' 
= [y',z,x•]-' (por (11.2)) 
= [[z, y']- 1 , x•]-' 
= [[z-I, y']', x•]-' 
= [z- 1, (y')', x']-' 
= [z- 1 ,y',x']-' (por (11.1)) 
(i i) Como [Gi+t, GrJ é uma imagem epimórfica de G;+ 1 ® Gi e G'[b ® G'fb ~ 
G'fb ®z Gib (cf. Proposição 5.6), obtemos 
Teorema 11.7 Se G é um grupo solúvel finito de comprimento derivado l, então 
[G0G[ :S IG"'0xG''I:~ (1Gi'0xGi'l''-' · Gi'0x[~]J (g.)) · 
2'-l 
Demonstração. Por repetidas aplicações do Lema 11.5(ii), provamos que se i > j 
então 
,_, (G) [G;0Gil :S g[G,0G,[ G%'0x[g.;]I a: (11.3) 
Seja í um inteiro, O::; i::;[- 1. Pelo Lema 11.6 (ii) 
e pm (11.3) 
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(11.4) 
Assim, para i = O 
Agora, usando (11.4) com i= 1 
Aplicando (11.4) repetidas vezes obtemos o limite desejado. D 
O limite dado no resultado anterior pode ser melhorado para o caso em que G é 
solúvel de comprimento derivado 2. 
Teorema 11.8 Seja G um grupo metabeliarw finito. Então 
[G 0 G[ divide IG"b ®:.: G"'IIG' A G'[IG' ®:.:G"' /(G"')I 
onde G' 1\ G' é o quadrado exterior (usual) do ~-módulo G'. No caso particular em 
que [G', G] = I, então 
Demonstração. Começaremos provando a segunda parte do resultado. Seja então 
G um grupo finito tal que l(G) = 2 e [G'.G] = l. A Proposição 5.6 dáG' 0 G ~ 
G' @;E cab_ Assim, pelo Lema 11.6 (ii) 
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Agora seja G um grupo metabeliano finito qualquer. Fazendo i = O no Lema 11.6, 
obtemos uma seqüência exata 
I--+ [G',G']--+ T(G,G)--+ T (G"',G'')--+ I 
onde [G', G'] :":: T(G, G). Logo 
]T(G,G)] = IT (G'',G'')IIIG',G']! (I 1.5) 
É claro que a correspondência [x,g""] 1-t [x,g~<'], x E G'. g E G estende-se a um 
epimorfisrno 
o: T(G',G)--+ [G',G'] 
Como [G',G'] <; T(G,G) segue da Proposição 9.7 que 
[x,x'] =I, Vx E G' 
Logo, o subgrupo S = ([x, x~<']jx E G') de T(G', G) está contido no núcleo de o:. Além 
disso, S ~ T( G', G). Assim, o induz um epimorfismo 
e, conseqüentemente 
(11.6) 
Agora, pelo Lema 11.5 (com i= 1 e j =O) existe uma seqiiência exata 
I--+ [G', (G')'] ~ T(G', G) 2., T ( G'. (,"') --+ I 
onde [C',(C')'] <; T(C',C) e')' é o homomorfismo tal que ([x,g']h' = [x,(C'g)''], 
para todo x E C', g E G. Observamos que 
S c Nuc-y' e S c [C', (C')': 
Logo. a seguinte seqüência é exata: 
[C',(C')'] T(C',C) (C'G'') s --+ s ---t T ' ---t 1 
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e, portanto, 
r(~~G) divide lr(G',G'')I [G',(?')'] (117) 
[G', (G')'] r(G',G) S . { I } · .. 
onde S :S S . eJa X= x 0 y x, y E G' . E faCJ! ver que a aplicação 
01 : X 
x0y 
-----+ .. (G',G) 
s 
>---> S[x,y'] 
é consistente com as relações definidoras de G'0G'. Além disso, x@x E Nuc01 , Vx E 
G1• Assim, 01 induz um homomorfismo 
tal que ImO= 
[G', (G')'] 
s Logo 
[G', (G')'] 
s 
divide ]G' A G'] 
Como l( G) = 2, G' é abeliano e, então, pela Proposição 5.6 
G1 ® G' ~ G' 0z G' 
(11.8) 
Logo, o grupo G' A G' é o quadrado exterior (usual) do ~-módulo G'. Agora, de 
11.5, !1.6, 11.7 e 11.8 
]r(G,G)] :ô lr(G'0,G'')IJG' AG'JI•(G',G'')I 
Usando as Proposições 8.3 e 5.8, obtemos 
]G 0 G] divide IG"' 0x G''IJG' A G'JIG' S2Za••l(G"')I 
como queríamos. O 
Observação. Se G é um grupo solúvel finito com G' cíclico, então G' A G' é trivial. 
Daí, pelo resultado anterior, 
]G 0 G] divide IG'' 022: G"'IIG' 02ZG•' J(G"')I 
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Exemplo 1. Seja G = Q2 • Ternos 
[G', G] =I, G' 3' Zl, e G"' =' Zl2 x Zl2 • 
Logo, pelo Teorema 11.8 
Este limite é atingido uma vez que Q2 ® Q2 S:: (~2 )2 x (~4 ) 2 (conforme Proposição 
11.3). 
Observação. Notemos que o homomorfismo À : T(G,G) --+ G', definido por 
([g,h•])), = g-1g' é sobrejetor. Logo, se G é um grupo finito, [G'[ divide [r(G,G)[. 
Usando esse fato e o Teorema 11.8 vamos calcular alguns quadrados tensoriais. 
Exemplo 2. Seja G = Dn = (a,bla2 = 1, bn = 1, ba = b- 1), com n ímpar. Temos 
G' = (b) =' Zln e G"' = (x) ~ Zl, 
onde x = G'a. Vamos determinar G' ®;zaab I(Gab). Observamos que a conjugação 
em G induz ação trivial de G1 sobre cab e uma ação. de -Qab sobre G1 dada por 
Assim~ um elemento r = i1 + jx de ?i:Gab opera (à direita) sobre o gerador de G' 
(que a. partir de agora consideraremos um grupo aditivo) por 
Notemos que 
Definamos 
b·r=b·(i!+jx)~ib+jbx=ib-jb 
l(G"') = {a(x -1) [a E Zl} 
e: G' X J(G"') ----> Zln 
(mb.o(x -I)) ---->ma 
69 
onde OS m S n -I e a E~- E claro que para todo m,m' E {O,l,···,n -I} e 
a,;JE~ 
(mb+ m'b, a(x- 1 ))O = (mb, a(x- 1 ))O+ (m'b, a(x- 1 ))O 
c 
(mb, a(x- 1) + f3(x- 1))0 = (mb,a(x -1))0 + (mb,fl(x- 1))0 
Além disso, se r= iJ + jx, com i,j E 7L 
enquanto que 
Assim, 
(mb·r,a(x-1))0 =(mb·(i1+jx),n(x-1))0 
= ( imb- jmb, a( x - 1 ))O 
=(i- j)ma 
(mb, r· a(x- 1))0 = (mb, (ia- ja)(x -1))0 
= m(ia- ja) 
=ma(i- j) 
(mb · r,a(x -1))0 = (mb,r · a(x- 1))0 
para todos r E ~Gab, O::; m::; n -I e a E 7L. Logo existe um homomorfismo 
tal que mb ®a( x - I) +-+ ma. Agora definamos 
O,: ~n --> G' ®:«G"' I(G"b) 
m >-+ma®(x-1) 
02 está bem definida pois se m, l são tais que m = l, então m = kn + l para algum 
kE7Ledaí 
ma®(x-1) =(kn+l)a®(x-1) 
=la®(x-1) 
É claro que fh é um homomorfismo e que 802 = IG'®:waol(G"") e 82() = 1~,- Portanto. 
Como aa.b @;z cab ~ ~2 e G'A G' = 1 segue do Teorema 11.8 que IT{G,G)I divide 
2n. Pelo Lema 11.6 existe uma seqüência exata 
I--> [G', c~] --t r(G, G) --t T ( G"', C'') _., 1 (11.9) 
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onde [G',G10 ] ~ T(G,G). Assim, como IT(G,G)I divide 2n, T (G"b,Gab) -:::: ~2 e 
n = [G'I divide [T(G,G)[ (conforme observação anterior) temos [[G',G']I = n. Agora 
sendo G' cíclico, o Corolário 9.8 implica T( G, G) abeliano. Segue então da seqüência 
(11.9) e do fato de m.d.c.(n, 2) = 1 que 
Uma vez que o homomorfismo >. : T(G, G) --+ G' é sobrejetor e G' ~ ~n, temos 
[G', G•] "'! ::z •. Portanto, 
G ® G "'! 7(G, G) "'::Z, x ::Z,. 
conforme resultado em [5], enunciado aqui como Proposição 11.4. 
Exemplo 3. Sejam ::z, = (x[x'), com p primo, p # 2 e K 
Suponhamos que K age sobre 7lp por 
a -I b l X =X 1 X =X-
(a,b[a 2,b2 , [a,bl). 
(11.10) 
Usamos esta ação para formar o produto semi-direto G = Kr>< 7lP. Neste caso, 
G' = 7lp e G"b ~ K. Segue então do Corolário 9.8 que -r(G,G) é um grupo abeliano. 
Observamos que G' ®,;zaab I(G"b) ~ T(G', G"b) ~ T(7lp, K), com 7lp agindo trivial-
mente sobre K e a ação de K sobre ZZP dada por (11.10). Com isso, T(llp, K) ~ 7lp 
(veja exemplo 2 da seção 5). Assim, como Gab ® Gab 2:: (7l 2 ) 4 e G' A G' = 1, o 
Teorema 11.8 implica que IT(G, G)l divide p24 . Pelo Lema 11.6 existe uma seqüência 
exata 
1--> IG',G'I-> 7(G,G)--> T (G'.,G'')--> 1 (11.11) 
onde IG', G'] ::: T(G, G) e T ( G'', c·•) "' G'b ® G'b Assim, IIG', G'll divide p. 
Concluímos então de (11.11) que 
T(G, G)"" ::z, X (::Z,)4 
uma vez que 7(G, G) é abeliano, m.d.c.(2,p) = 1 e p = [G'[ divide [T(G,G)[. 
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